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Physics. Cosmic radiation penetrating into the earth to a depth of 
1380 m waterequivalent. By J. CLAy and A. v. GEMERT. 


(Communicated at the meeting of September 30, 1939.) 


§ 1. After having finished the measurements concerning the decrease 
in intensity of the cosmic radiation in layers of water down to a depth of 
440 m, which we communicated before 1), we subsequently examined the 
decrease in thick layers of rock in the Domanial Coal Mine at Kerkrade 
to a depth of 620 m. In the first place we measured with the same apparatus 
as was used for the determination in water and thus it was possible to 
make a comparison for a thick layer between the decrease in water and 
in slate. 

Secondly, since in the mine at the various depths we had an opportunity 
to continue the observations longer, we were able to obtain fairly accurate 
data on the intensity also at a great depth. The accuracy was possible by 
the construction of two new counter systems, which had a large surface, 
so that at sea-level with interposition of 2 layers of lead of 5 cm still 
160 threefold coincidences per min. could be counted. 


§ 2. In the mine measurements were made at 8 different levels, the 
values of which are given in Table 1 column 1. In order to determine with 
how much waterequivalent this corresponded, the measurements of the 
first four layers were compared with the values found in water (column 3). 
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*) J. Guay, A. ¥. GEMERT and P) H, Clay, Proc. Kon Ned. Akad. v. Wetensch., 
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In fig. 1 data have been reproduced of 110 to 452 m water depth and the 
values of the 4 stations have been plotted on them. It appears that these 


7130;0.cm Pb. 2f 
in water» 130; 2,5 emPb 2f 
2 90; 2,5cmPb.3f 
S130; 0 cm Pb. 2f 
inrock, J130° 2,50m Pb.2} 
¢ 90° 2.5cmPbs. 


2,0 Ze 2,4 2,6 2,8 
Fig. 1. Comparison of the decrease of intensity in water and rock down to 


450 m waterequivalent. Twofold, 0 cm Pb, 130°; twofold 2,5 cm Pb 130°. 
Threefold 2,5 cm Pb 90°. 


1,6 


values lie partly on the same straight line. It will be best to compare the 
values of the threefold coincidences with 2,5 cm lead absorption, i.e. the 
bundle from which the soft secondaries have been removed most. From 
the further observations it appears, that at the depths of 219 and 311 m 
waterequivalent a greater amount of secondaries occurs and in the rocks 
more than in water. 

Whereas formerly we thought that the absorption in different substances 
was proportional to the density, we found by these measurements for the 
first time that this is not correct, for, while according to a series of density 
determinations the column of 195 m of rock had to be equal to 510 m of 
water, this layer in reality appeared to be equivalent to 427 m (Table 1). 
The fact that, as regards the thickness of the layers, we could make use 
of the obtained values of the specific weight and the directly measured 
depths became apparent from a control performed by Dr. NIEUWENKAMP. 
At a depth of 615 m a gravitation measurement was made by means of 
a Hollweck pendulum and he found that the total density above this layer 
was 2,52 + 0,10, whereas we found an average density for 0,--37 m of 
2,12 and for 37—615 m of 2,70 or averagely 2,66. The proportion of the 
absorption of the rays to that in water appeared to be 2,25 and henceforth 

ee 
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we reduced all our depths below the rock in this way. Later on we shall 
advance arguments that this ratio of the absorption also applies to other 
substances, such as lead and iron. 


§ 3. We shall now first give the results of the 3 instruments at different 
WAMU) s 72. 
Threefold coincidences at different depths. 
O cm Pb. 
Depth Watered./ Tog, | Time | Number | Number per min. | Reduced | Log. 
0 10 1.00 30' 5170 172 ae 24) 22400 Bec SP) 
46) 85 93 58’ AAS Po 22 0. stor: 1000 3.00 
Paraffin 510’ 3834 Uo 22 ON 981 2.99 
102 219 Po at 2607’ 3150 12a 0.022 158 2.20 
143 3 iil DZS) 2758’ 1525 O) 5513) sb) OIE: 72a 1.86 
195 AQT DOS 12658’ 3198 258) 22 (0)O0k: 33 1.52 
MSS) 563 Dale 10110’ O72 0.0961 + 0.0003 WS | io AK 
378 835 2S) 16520’ pile 0.0312 + 0.0014 4c, | Os 
498 1107 SOs 10032’ 150 OFOTS 02S ORO0I2 Wo) @ 29 
619 1380 3), Was Siig 44 310 0.0061 + 0.0002 O79) @.8@= 1! 
5) ant 1240), 
0 10 1.00 30’ 4799 159.9 en 2. 3il 21800 Ben obs: 
48) 85 693 Sas 8703 Pose: 220078 1000 3.00 
102 ANS) Dead 6893’ 8042 UI se O03 USO || 2A) 
143 Sill 2a) 1690’ 852 ORD 04 ORO 6857 | *184 
195 427 A) mGSs 338 O29 0R OR ONG SIS || KIO) 
10 cm Pb. 
0 10 1.00 DE 3856 160.5 ze 5 eh 22500 40 315) 
43 85 1293 ile 8132 7 A= OROR9 1000 3.00 
102 219 DGS) 6805’ 7785 Woilse a2. 0) 01g 160 2.20 
13} 311 2a) 1185’ 585 O86) se 0),020 O52 | leks 
15) 427 2.63 HO 1521 OMY sO) .O05 B58) || 6s 
255 563 Delt 2819’ 452 0.0802 + 0.0038 W788) OS 
498 1107 BEOs SHI" 707 0.0132 + 0.0004 18550228 
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TABLE 3. 
Threefold coincidences at different depths. 
10 cm Pb. 
— —- — a 
Depth in m Time Number | Number per min. | Reduced) Uncertainty | Log. I 
10 360’ 6929 W@),2) se (0), WK 15850 1.8 9%, 4.2005 
85 NSC 946 0.689 +0.0224 1000 3. Vy 3.000 
219 11484’ 1338 Odili sz O,C0s7 170 2 O% 2 AO 
311 2873’ 177 0.0617 + 0.0046 897 9 % 1.953 
427 8567’ 126 OROUA7 OR O0NS 23 | IQ YW 1.328 
100 cm Pb. 
10 360’ | 3586 D995 a2). O17 15500 1.8 % 4.1903 
85 222e 1499 O.675 22 OOily 1000 3 Wh 3.000 
219 5229! 543 ORO2 == OF 004 162 4 D9 2.2095 
SHI 4055’ 230 0.0567 + 0.004 SOR2 6 7 1.9500 
427 8519’ 118 0.0138 + 0.003 AVS) 10% 193320 


depths. After making determinations at a depth of 615 m, we have further 
in as many places as possible also carried out measurements with 5 cm Pb 
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Fig. 2. Arrangement of the two counter 
systems for the measuring of threefold 
coincidences and of showers. 

During the measuring of the coincidences 
there was no lead in A; and in Av or 
5 cm in Ay or 5 cm in Ay; and Ap. For the 
measuring of the showers there was no lead 


in A, and Ap. 


and 10 cm Pb between the counters 
and finally in the layers to 429 m 
waterequivalent measurements were 
made with 10 cm Pb and 100 cm Pb 
between the counters, the distance 
between the outer counter systems 
being 125 cm. Besides, at the 
various depths were registered the 
number of times when the two 
systems, placed side by side, 
reacted at the same time; this 
consequently represented the num- 
ber of showers under these special 
conditions. We shall revert to this 
later on. 

The measurements were made 
while the counters were constantly 
surrounded by a screen of 5 cm Pb, 
as in fig. 2. With the shower mea- 


surement there was no lead between the counter-boxes in A, and Ag. 
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Consequently the number of individual impacts as the result of the radio- 
activity of the soil was reduced in such a way, viz. from 900 to 120, 
that the number of incidental ones might be wholly neglected. Since the 
duration of discharge appeared to be 2 106 min, in agreement with this 
value the number of incidentals per day was less than 1, so that no correc- 
tion was necessary. A small correction only was necessary at sea-level. 

In table 4 it has been stated how large is the number of coincidentes 


TABLE 4. 
Threefold coincidences at 1380 m waterequivalent. 
: 19 Oct. ; ae of coincidences 
till Time in min. 
7 Nov. ‘38 GI G.ll N, (Bergen App.) 

20 1332 12 (3) 8 (0) 
21 1427 8 (1) G7 (2) 
22 1396 5 (4) 10" (2) 
23 = = = 
24 2848 22 (4) 14 (2) 7 
25 1406 10 (1) 10 (2) 4 
26 1407 oi (G4 8 (0) 4 
27 1464 14 (5) 6 (2) 2 
28 1401 14 (5) 8 (0) 3 
29 = = = 
30 2823 14 (4) 12 (4) 3 
1 = = = 
53 2656 12 (6) 16 (5) 10 
3 1398 67 (3) 11 9x3) 4 
4 1434 9 (0) 9 (1) 4 
5 1472 12 (3) 9 (1) 2 
7 3103 213) 21 (5) 7 

25567 164 148 50 
Mean value p. min. 0.0064 +0.0005|0.0058+0.0005| 0.0023+0.0003 


The numbers between brackets are the differences from the mean. 


observed per day in the two instruments G I and G II, constructed in 
the same way, and in the apparatus N, which formerly was also used for 
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the determinations in water. From this we see that in these two apparatuses 
equivalent values were found, while in all instruments, in spite of the fact 
that. the opening angle differed and the interposed lead was not equal, 
the decrease with respect to the value at sea-level differed but slightly, 
as may be observed in the data of the tables as well as in fig. 3. 

In this figure the decrease has been indicated from 85 m waterequivalent 
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Fig. 3. Decrease of intensity between 85 and 1380 m waterequivalent with 

different systems of counters without lead and with 2,5 cm Pb, opening 140°; 

5 cm Pb, 10 cm Pb, opening 70°. Comparison with 10 and 100 cm Pb between 
the counters opening 17°, between 85 and 427 m waterequivalent. 


onwards and for layers of lead of different thickness between the counters. 
From the lines we see that the differences for the different thicknesses of 
the lead are not large, except that for 100 cm Pb the line below 311 m 
forms a steeper descent. The figure shows that for greater depth the slope 
grows steeper. For waterequivalent depths from 85 m to 311 m the 
decrease is 


= hi 2 oe hh = Sion 
and for the values below that depth, the narrower cone with 100 cm Pb 
being taken as basis, we find 


Ll hy SI ait 1550 92, 


These values have an accuracy which is indicated by the arrows and may 
be found in column 6 of table 2. 


§ 4. The measurements with 100 cm Pb between the counters enable 
us to draw a conclusion concerning the nature of the primaries, as they 
penetrate into the deep strata. By BARNoTHY and Forro ?) and initial by 


2) J. BARNOTHY and M. Forro. Phys. Rev. 53 (1938). 
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WILSON 3) it had namely been suggested that the primary rays which 
penetrate so far might perhaps be uncharged neutrinos and what was 
measured in counters could then only be secondary. We could now 
determine the decrease of.the primary rays in each point from the decrease 
along the whole area by means of the formula J =1],h—" and with the 
water equivalence of the lead, which now we know, find the decrease to 
be expected of the primaries in 90 cm of lead. This decrease is given in 
column 2 of table 5. It should be remarked here that for sea-level the 


WABLESS 


Decrease in 90 cm Pb calculated and measured at different layers in %o. 
Total number of secondaries. 


a AT 


Calculated ; 
Watere ener ee ee Difference ee Ea 
Ol iGO .em Phot oon 10)en PD 10 em Pb second. 
Formula 1 
a | ee ee 
10 (27) % 35% (8) (12) (20) 
85 14 %% 15% 1 7 8 
219 5.5 12 % 6.5 Bhai) IDES 
Bil 3.7 % 8 A a8 11 15.8) 
427 5.6 % 6.3 % O57 22 DQedh 


decline of the mesons must be taken into account. Here it should be 
remarked that at 10 cm (sea-level) another decrease of the primaries 
applies, which may be found from a formula, calculated by BRUINS #) 
taking into account the decay. In the third column we mentioned the 
measured decrease. The fourth column gives the difference, consequently 
indicating the number of secondaries in percentages which still can pene- 
trate through 10 cm Pb. In the last column may be found the number of 
secondaries removed by 100 cm Pb, i.e. practically all. In column 3 the mea- 
sured decrease is given. In column 4 the difference between these two values 
is given, by which consequently is determined the number of secondaries 
yet penetrating 10 cm of lead. In column 5 we gave the number of secon- 
daries which is removed by 10 cm Pb and in the last column we con- 
sequently find the total number of secondaries. This is calculated in so 
far as we may assume that secondaries are not able to penetrate through 
a meter of lead, which in any case is impossible for electrons. We may 
consequently state that the decrease found in 1 m of lead in several points 
corresponds with the supposition that all primaries are ionizing rays and 
that only in the area from 219—311 m waterequivalent a larger number 


WILSON. Phys. Rev. 53, 337 (1938). 


EN) WC 
E. M. BRUINS. Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, 42, 740 (1939). 
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of rays is removed than is in agreement with the decrease of the primaries. 

Consequently there are here a number of secondaries which yet can 
penetrate through 100 cm of lead. This is for the rest in perfect agreement 
with what may be expected from other data. 


§ 5. Ata depth of 427 m waterequivalent, however, there is no reason 
to assume that there are no ionizing primary rays. As we can see from 
the table, at that depth the number of rays is reduced to one thousandth 
of the number at sea-level. This conclusion does not agree with that of 
BARNOTHY and Forro 5). They recently published the results of measure- 
ments at a depth of 980 m waterequivalent, — 821 m according to 
the above-mentioned results. They find that the value at this depth is 
0.15 % of the radiation at sea, whereas we find 0.017 % at 834 m water- 
equivalent. In our measurements, however, there is no indication that the 
number of secondaries at the great depths is so much larger than at smaller 


ALAB ICE 6: 


Showers 


Twofold under 5 cm Pb 


M. watereq. Time Number Number p. min. Reduced | Log. 
10 | 1020 1208 Wels) se O08} 6600 3.82 
85 1142 195 Op UH se sil 930, SM 
219 1425 54 0.0379 + 0.005 206 ey 
311 4400 92 0.0209 = 02002 114 2.06 
GOD 2344 60 0.0256 + 0.003 138 De 
563 5055 a3 0.0105 + 0.001 57 ZA 
(10 cm Pb (563) 2819 4 0.0015) 
835 7700 Ie 0.0031 + 0.0006 17 123 
1107 
1380 25567 3 0.00012 + 0.00007 0.64 ORst = 
- Threefold 
10 SW 819 405 se OWE 7900 3.80 
85 1184 218 Oise se WON) 1000 3.00 
219 43551) 148 OR03 4 On00279 185 Des Pit 
Sil 2869 103 0.0362 + 0.00356 200 250) 


5) J. BARNOTHY and M. Forro. Phys. Rev. 55, 870 (1939). 
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depths. On the contrary, we find that the number of secondaries removed 
by 10 cm Pb below 427 m waterequivalent grows smaller, as also the 
number of showers at the greater depths decreases again. 


§ 6. The number of showers found at different depths is given in 
table 6 and in fig. 4 a comparison is made with the decrease found by 
WILSON. The showers were measured by placing the two instruments side 


o_o CLAY,v.GEMERT. 


4 1,4 4,3 22 2,6 


Fig. 4. Comparison of decrease of the showers in the rock, down to 1380 m 
waterequivalent. 


by side, as is reproduced in fig. 2. However, in order to be able to make 
a comparison with other shower determinations, also for the highest four 
layers threefold showers were measured by 
placing the three boxes side by side by the 
i 2 method indicated in fig. 5 without lead above the 
boxes. From these figures we can see that the 
numbers at 85 m and 219 m differ but little from 
the twofold showers measured in a different way. 
At 319 the difference was somewhat larger. At 
3 | 563 m still showers were measured with 10 cm Pb 
between the counters and we see that thus the 
Fig. 5. Arrangement of the number was reduced to one seventh. The majority 
counter-boxes for threefold 
SA Cre of the shower rays consequently have a slight 


penetrative power and must chiefly consist of 
electrons. Here we touch a point on which at the moment opinions differ 
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greatly. The results of different authors are totally conflicting. Some, like 
JANoss! 6), find from counter measurements that at sea-level no mesons 
occur in showers. The photos by STREET and FUussELL 7) on the other 


hand leave no doubt that in some cases there are showers consisting of 
mesons, 


§ 7. We will now further consider the conclusions which may be 
drawn from the course of the decrease and the number of secondaries at 
different depths. In table 7 in the second column is given the difference 


TABLE 7, 


| 130°, diffe. | 70°, diff. | 70°, aif. | 17°, diff. 

M ‘ rence between | between 0 | between 0 | between 10 | Showers | Showers 
nO em Pb and cm Pb and | cm Pb and | cm Pb and primaries | primaries 
se 2.5 cm Pb in | 5 cm Pb in | 10cm Pbin | 100 cm Pb | in 9/2 f. | in O/y BE. 

%o % %o in %o 
| 

10 16 Ze Dos 35 0.74 0.89 

85 10.7 ts) if il) D4, 2.6 
219 13 25 558 12, Bats 80 
311 18 10 11 8 Hod Hho 
427 16 18 22 6n3 13 

563 17 13 

835 10 
1107 17) 
1380 2 


measured with the old apparatus without lead between the counters and 
with 2,5 cm Pb measured in the wide cone. In column 3 the number removed 
by 5 cm Pb in the narrower cone, in column 4 the number removed by 
10 cm Pb between the counters, all in percentages with regard to the 
number left between the counters after 10 cm Pd, In column 5 the number 
removed more by 100 cm Pb than by 10 cm PB. In order to find the number 
of secondaries, the primary rays removed by absorption have to be deter- 
mined. They are found from 


i ik h—-193 


and this calculated difference is given in column 2 of table 6. In fig. 6 the 


ANOSS a broce Cambrai sSOCmo4, mola lO39)), 
FUSSELL, c.f. J. C. STREET, Journal of the Franklin Inst. 227, 765 (1939). 
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curves indicate the number of secondaries at different depths. At the same 
time the course of the showers in proportion to the number of primaries 


yscale. co, extra lohisatian 64 
5c. Pb.70°. nig, 
o* 10Cm.Pb.70- 

Lscave. { 0 1o0em.Pb.177 
A Showers. 
e@ second.(totat) 


16 
| M.WATER. : 


800 1000 1200 ‘400 


Fig. 6. Secondaries and showers at different depths in % of the primaries 
(left scale). 
Extraionization in % of the primaries (right scale). 


is given and finally the excess of ionization at different depths expressed 
in the ionization which would be obtained if the ionization took place 
simply in proportion to the intensity of the primaries. Here the scale on 
the right may be read. From all this it is apparent that the number of 
secondaries in proportion to the primaries increases considerably from a 
depth of 200 to 400 m and that further it decreases, the course of the 
showers showing the same phenomenon. It is besides evident that the 
effect of this increase must be far more strongly felt in the ionization, 
this indicating the total effect of showers, while a whole bundle of rays 
as showers and as secondaries is only counted as 1. 

Is there a possibility to explain this excess of secondaries? In our opinion 
this may be formed in the following way. 

The radiation of corpuscular particles is inversely proportional to the 
square of the mass of the particles. This radiation consequently starts with 
mesons with a mass of about 100, with energies of the particles lying 
between 1011 and 1012 e Volt, and increases with the energy. From the 
obtained energy spectrum, 


N(E)= N, E>» 


being given, we may now conclude that the average energy of the particles 
which penetrate through a certain layer is twice the amount of energy 
required for the penetration of a special layer. Various data showed that 
for the penetration of 10 m of water 2,5 X 109 e Volt is required. For 
200 m this is consequently 5 < 101° e Volt, so the average energy of the 
particles at that depth is 1011 e Volt and then increases and with it the 
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radiation increases as well. Below 400 m waterequivalent the radiation 
seems to be of another nature. In the first place the decrease is stronger 
than in the shallow part J, = I,h—2.95, Consequently the distribution of 
energy is more rapidly decreasing for this radiation. The fact that the 
radiation is ionizing is evident from the decrease at 427 m, which in 90 cm 
Pb corresponds with the decrease which may be derived from the difference 
between 311 and 427 m. The number of secondaries decreases as well as 
the number of showers, the radiation therefore seems to be less intense, 
which points to a greater mass of the particles. Without, for the present, 
making new hypotheses, we should consequently have to conclude that 
these rays are protons. The number, however, is very small. The total 
number of rays within a certain cone has at 427 m waterequivalent already 
decreased to 1,5 % 9 and at 1380 m waterequivalent is yet 0,035 oq of 
sea-level. 


§ 8. In connection with the supposition that the penetrative component 
of the radiation consists of mesons which have a rest mass of about 100 mo 
(mo is rest mass of the electron) and on the ground of the view that these 
particles are identical with the binding particles in the atomic nuclei and 
the latter are a link in the binding of the particles of the nucleus, it 
has been suggested that these mesons are unstable and have a lifetime 
proportional to the energy. For the rest energy this would amount to 
t = 2 X 10-6 sec. This supposition now explains among other things why 
the decrease in the upper layers of the water is smaller than in the atmos- 
phere and the deeper layers of the water. 

From the difference of this decrease and the decrease found in water, 
where the decline no longer plays a part, by various authors as EULER 
and HEISENBERG, EHRENFEST and FREON 8) and from our measurements 
the times of decline was calculated at 1,5 X 10-6 by Bruins ®) and by 
Pll CrAyest 197 10-6 sec 

There is yet another method by which this may be done. Upon deter- 
mination of the absorption in various directions in the atmosphere it is 
found that the radiation in directions which form a large angle with the 
vertical decreases far less for a special thickness of the lead than in vertical 
direction. Owing to the long path in oblique direction, namely, all particles 
with slight energy have fallen out and thus it may be explained that rays 
forming an angle of 75° with the vertical are so hard that in the first 
40 cm Pb the radiation hardly decreases at all. This implies that the 
minimum energy must be of the order of 5 X 109 e Volt. BRu!Ns 1°) has 
exactly calculated the decrease in the various directions and from this it 


8) HH. EULER and W. HEISENBERG. Ergebn. d. Exact. Nat. 17, 1 (1938). 
P. EHRENFEST and A. FREON. Journal de Phys. et du Rad. VII, 9, 529 (1938). 
9) E. M. BRUINS. Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, 42, 54 (1939). 
P. H. CLAy. Physica, 6, 82 (1939). 
10) EE, M. BRUINS. Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, 42, 740 (1939). 
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may be derived how the spectrum must be in various directions for different 


times of decline in the supposition that the mesons are liberated at a height 
of 20 km. The observed curve (cf. fig. 7) for the vertical radiation resembles 
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Fig. 7. Decrease of hard corpuscular rays in layers of lead up to 150 cm in 

vertical direction (0) and in a direction of 60° with the vertical (*) compared 

with the theoretical curves calculated by Bruins for different lifetimes of the 
mesons. 


most one where the time of decline is just over 2 X 10—® sec. and for a 
slope of 60° the value corresponds with 2 < 10—6. In figure 8 the decrease 
in lead for vertical direction has been given. For a gradient of 60° two 
series of measurements have been made and besides a series is measured 
for an angle of 45° and one of 75°. It may be seen that the decrease in 
these directions is much smaller than in the vertical direction. In fig. 7 it 
has then been stated which decrease is to be expected for different lifetimes. 
The circles indicate the observed value in vertical direction, the crosses 
that of 60°. In the graph of fig. 8 we started from the value with 15 cm Pb 
between the counters, since at that thickness of the lead the secondaries 
are eliminated. The number of secondaries is found by the decrease which 
is the result of 15 cm Pb between the counters. We see that for the vertical 
direction and for 60° the number is the same, in spite of the fact that in 
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the latter case not so many penetrate. In the direction forming 75° with 


the vertical the number of secondaries is considerably larger. 


Fig. 8. 
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direction a comparison with the decrease in 10 m of water and in 55 cm Fe 


and 143 cm Fe. 


§ 9. The decrease in radiation was compared for various substances. 
In addition to water and slate we could now determine this for lead and 
iron. For this purpose we placed three counter apparatuses in such a way 
that 50 cm Pb could be interposed between the counters and besides an 
amount of lead of 60 cm above the counters. In this case the opening angle 
of the cone was 16° breadthwise and 36° lengthwise, while the measure- 
ments in water yielded an opening of 30° in both directions. During the 
measurements in water we had 5 cm Pb between the counters. From the 


TABEL 8. 
: Electr. density | Absorpt. in eae 
Density Electrondensity electr. 
H,0 water ; 
density 
Water 1 3.40 < 1023 1 1 i 
Slate Bol clere py cots Dal Zao 1.06 
Iron 7.8 21.9 >< 102 Gnas 56 pal 
Lead eS 27, 201023 U9) 6.9 eZ 
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measurements with lead it appeared that 150 cm Pb yielded the same 
decrease as 10 m of water + 


5 cmp Po nenmlee geodidate 
replaced by iron and thus the 
decrease in iron and lead could 
be compared. In the figure 8 
i -— the obtained values have been 
indicated for 10 m of water and 
those for 143 cm Fe and 55 cm 
Fe with regard to those of lead. 

However, we have to bear 
in mind here that this is the 
ratio of the losses of energy 
for the rays at sea-level, i.e. 
that bundle of rays in which 
y 4.2 3 4 (Sue 7 ue S) Met cfs emstiiimeencraiec sola U2meny clt 
Fig. 9. Comparison of the absorption of pene- OCCUT. For a bundle of higher 
trating cosmic rays in different materials. The energies the ratio might differ, 


abscissa give the densities. The ordinates are the radiation in lead beginning 
the electron densities and the absorptions in 


DENSITY 


Slete stone 


at a lower energy than in 
relation to the absorption in water. 
water, 

From these measurements it appeared that 6,9 m of water was equivalent 
to 1 m of lead. In table 8 the density and the proportion of absorption to 
that in water have been given as well as the proportion of the decrease 
to the density of the electrons. It is evident that the absorption in water 
with respect to lead and iron agrees more with the density of the electrons 
than with the density itself, while it is also correct, if the average binding 
of the electrons plays a part, that towards the heavier elements the 
absorption grows somewhat less than is in agreement with the density of 
the electrons. That this density of the electrons plays a part is also in 
agreement with the fact that now we know that the loss of energy below 
1011 e Volt is almost exclusively a loss due to ionization. Finally it may 
be remarked that the results agree remarkably well with the calculation by 
BHABHA 1°), who for the ratio of the absorption in lead and in water for 
mesons of 1011 e Volt found 7,2. 


In conclusion we wish to express our thanks to Dr. NiIEUWENKAMP for 
his gravitation measurement in the Domanial Mine at a depth of 615 m. 
To the Managing Director, Ir. Fock, and to the staff of the Domanial 
Mine we are greatly indebted for their great willingness and help and to 
Prof. VAN POELJE and Mr. D. H. van Dam for the financial assistance 
which by their mediation could be given for these researches. 


10) H. BHABHA. Proc. Roy Soc., London, 164, 257 (1938). 


Anatomy. — Index curves!) of Pygmy and Veddoid tribes. Dravidian 
influences in the Indian Archipelago. By C. U. Ariins KAppeERs. 


(Communicated at the meeting of September 30, 1939.) 


While there is no doubt that the ulotrich Pygmy tribes are no race of 
their own, but should be grouped together with the taller ulotrich Melano- 
derms ?), it is a striking fact that these dwarfish tribes show much greater 
differences in their index curves than the taller Melanoderms from those 
circumequatorial regions where they live and to whom they may be related. 

Practically all the tall Melanesian, Indian and African Melanoderm 
tribes are meso-dolichocephalic 3), 

On the contrary among the Pygmies next to meso-dolichocephalic groups 
some tribes occur which, as a whole, are brachycephalic viz. the Mincopies 
of the Andaman islands and the Baining of New Britain, while there 
are also many brachycephalics amongst the Aeta of the Philippines and 
Pesechem of New Guinea. As these brachycephalic Pygmy tribes only 
occur in the East, it seemed doubtful to some authors whether these Pygmy 
tribes might be classified with the predominantly mesocephalic Pygmies 
from the East and from Africa, 

Woo and MoranrT even stated that the Mincopies and Aeta’s are 
degenerate Javanese tribes (l.c.i.) a statement, contested by GUHA. 

Among the African Pygmies hitherto no tribes are found which as a 
whole, are predominantly brachycephalic. Although also among them 
roundheaded individuals occur, as a group or groups they are mesocephailic, 
as are also the Semang from Malacca and the majority of the Melanesian 
Pygmies. 

The mesocephalic Pygmies apparently are the most numerous and most 
widely spread type. 


1) In all our curves the figure 70 stands for 70.00 to 70.99 etc. 

°) According to SCHLAGINHAUFEN the Lapps from Kola should be also considered 
as Pygmies (Pygmaenrassen und Pygmaenfrage, Vierteljahrschr. der Naturf. Ges. in 
Ziirich, 1916, p. 249), but he stands alone in this opinion. — Whereas according to BRYN 
the stature of the North Norwegian Lapps is 157,4 according to SCHREINER it is even 
164,17. Although they are short it is not proved that this shortness is hereditary, the 
more southern Lapps being taller. 

3) With those few African Negro tribes, such as the Western Sara, and the Basoko, 
Batatela and Malela, who in addition to dolichomesocephalic individuals contain a certain 
number of brachycephalics, it is even doubtful if the shape of the head of their brachy- 
cephalics is not artificially influenced. This holds good especially for the Sara West, 
measured by POUTRIN. (Contribution a l'étude des Pygmées d'Afrique, l’Anthropologie, 
Tome 21, 1910, p. 435). For the indices of these Negroes see Proc. Kon, Akad. v. 
Wetensch., Amsterdam, 39, 1 (1936), Table II, fig. 34. 


Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, Vol. XLII, 1939. 46 
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So the index curves of the Timorini from New Guinea!) and the 
Semang from Malacca (Table I, fig. 1) run nearly parallel. Those of the 
African Badjele from the Cameroon district (fig. 2) and of the Basua 
from the Ituri forests near the great lakes are very similar to the indices 
of the Tapiro from New Guinea (fig. 3). With all these groups the 


-7 index is the most outstanding one, while their other indices also run 


nearly parallel. 


16 —11_1 1 al a 
,, Bushmen— | | [JX ju Ba Twa 4 
Lebzelter Pygmies 
4 Kramer is [ Poutrin7 
| 


The Bushmen, whose size is equally dwarfish (144 cm for the males) are more doli- 
chocephalic than the other African Pygmies, the most dolichocephalic group of which 
may be represented by POUTRIN’s Batwa. Their bloodtype (PIJPER) is about the same 
as that of JULIEN’s Badjele. Although nowadays they are restricted to South Africa, 
they formerly extended far more North into the Congo region. 

They differ from the other African Pygmies by a somewhat lighter skin and some 
Mongoloid features, which, according to VON EICKSTEDT (l.c.i.), may indicate an 
Asiatic origin of this people. These Mongoloid features, however, may be a convergency 
process, like the Jewish features of several Papuans. Their blood type and the considerable 
number of dolichocephalics amongst them are not in favour of this conception either. — 


While Pygmy tribes with a 77 index peak occur in the whole circum- 
equatorial region (except America), Figs. 4, 5 and 7 show that those with 
(77) 78 and 80 index peaks are also widely spread. 

This type, occurring with BIJLMER’s?) Pania mountain Pygmies from 
New Guinea (fig. 7) even is the most numerous one in Africa (fig. 4 and 5). 


1) BIJLMER, Anthropological results of the Dutch Scientific Central New Guinea 
expedition A® 1920, followed by an essay on the anthropology of the Papuans. Disserta~ 
tion, Amsterdam 1922. 

2) BIJLMER, Tapiro and Pania mountain Papuans. Results of the anthropological 
Mimika expedition 1935—’'36, Nova Guinea, New Series, Vol. III, 1939, p. 113. (See 
also BIJLMER, Naar de Achterhoek v. d. Wereld, 1938.) 
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The close resemblance of these Eastern Pygmies with the African groups 
also appears from a comparison of the female Semang indices with those 
of the female African Pygmies hitherto measured (fig. 6). Their curves 
run practically parallel. In both in addition to the 77 and 80 peaks also a 
pronounced 82 elevation occurs, Analogous elevations are shown by the 
female Pygmies from New Guinea, added to Lig: <6; 

We thus find that Pygmy tribes resembling the taller Melanoderms 
(whose index curves are identical) are widely spread in the tropics, in 
Africa as well as in Malacca and Melanesia. 

In other respects these Pygmy groups differ from the tall Melanoderms, 
by some features common to all these dwarfish tribes. So Dr. BIjLMER, our 
New Guinea explorer, was struck by the resemblance of his New Guinea 
Pygmies and the African Pygmies reproduced by VALLoIS 1). All of them 
are characterized by infantile features: long arms, lanugo-like body hair, 
front bombé, deep nose root. 

A further brachycephalization, not observed with the taller Melanoderms, 
occurs with the Pesechem from New Guinea (fig. 8), the Aeta of the 
Philippines (fig. 9 and 10), and especially with the Mincopies from the 
Andaman islands and the Baining from New Britain (fig. 11). 

Yet in our opinion this is a secondary process, the gradual change from 
a mesocephalic to a brachycephalic type being quite evident with these 
groups. Among the Pesechem (and Morup) described by VAN DEN 
BROEK 2), the indices (fig. 8) show high 81 and 83—85 elevations, occur- 
ring also with the Baining. Likewise among the Aeta from the Philippines, 
whose bloodtype resembles that of the African Badjele, different types 
occur. 

In fig. 9 in which we registered the Aeta, measured by REED, BARROWS 
and the Reverend VAN OVERBERGH 3), a 77 (8) elevation fails. 

The highest elevation in this group is the 80 peak, conspicuous also 
with the Pania mountain Pygmies and with several African tribes. But in 
addition this group shows an 82 elevation, failing with the male African 
Pygmies but indicated with the male Semang and very distinct in the curve 
of the female African Pygmies, female Semang, and on the female Melane- 
sian Pygmies. 

In NEwTon’s Aeta (fig. 10) this 82 peak, common also to our Malay 
groups (these Proceed. Vol. 42, p. 48) is the only one. Yet, though some 
admixture with Malays occurred in REED’s Negritos, NEWTON carefully 
selected pureblooded Negritos (cf. Am. Journ. of Phys. Anthrop. Vol. III, 
20.ep..1). 


1) VALLOIS, Les Pygmées et l’origine de l'homme, Revue scientifique Juin 1938. 
2) VAN DEN BROEK, Zur Anthropologie des Bergstammes Pesechem im Innern von 
Niederlandisch Neu-Guinea, Résultats de 1’Expédition scientifique Néerlandaise a la 
Nouvelle Guinée, Vol. VII, 1915. 
3) For Rev. M. VAN OVERBERGH's ethnological studies on this people, see Anthropos, 
Bnd, 20, 1925, p. 148, and p. 399, and Anthropos, Bnd. 24, 1929, p. 1. s 
4 


690 


The curve of male Aeta skulls, added to fig. 10, even shows that 
further brachycephalized individuals are not rare among the Aeta, the 
84 index being dominant in this curve. Since the cephalic index always is 
somewhat higher than the skull index of the same individual !), this 
implies a brachycephaly resembling that of the Andamanese and Baining. 

With the Mincopies or Andamanese, registered in fig. 11, this process 
of brachycephalization has still further advanced, which is probably due 
to a greater inbreeding in this group, brachycephaly being dominant in 
heredity (FRETS). Their highest peaks are at 81 and 84, the 84 peak 
being also common with our Malay groups. 

About parallel to the Andamanese curve is that of the Baining from 
New Britain or Neu-Pommern (same figure), who also have a conspicuous 
84 (83—85) elevation equally occurring with the Pesechem (fig. 8). 

Whereas nearly all indices registered in our cephalic curves (fig. 11) of 
the Baining and Andamanese are brachycephalic, the derivation also of 
these groups from a primitive mesocephalic Pygmy type is suggested by the 
cranial indices registered in fig. 12. 

The male Andamanese skulls show a pronounced 78 peak, corresponding 
about with an 80 cephalic peak. With the Baining skulls this primitive 
cranial 78 peak is still more outstanding and moreover combined with a 
pronounced cranial 76 peak corresponding with a cephalic 78 elevation. 
In addition both skull curves show a brachycephalic elevation at 82, 
especially the cranial Andamanese skulls. 

The 76 and 78 peaks in these skull curves make it probable that, just 
as the Aeta and Pesechem, the Andamanese and Baining are in a process 
of brachycephalization and that this process is further advanced in the 
groups registered in the cephalic curves of these people. 

There consequently is no reason to accept a Malay origin to explain 
the 82 and 84 elevation in the Andamanese and Aeta curves, since such 
peaks also occur with the Pesechem and Baining, and this brachycephaly 
can be shown to have arisen gradually from a mesocephalic type. 

No doubt the Pygmies with a prevailing mesocephalic index! such as 
the Timorini, Tapiro and Pania mountain Pygmies of New Guinea, the 
Semang from Malacca and the African Pygmies, represent the more 
primitive groups. T’he fact that these primitive Pygmy types, resembling 
each other also in other respects, occur in such distant regions suggests that 
their spread must be of a very old date, just as with the taller Melanoderms, 
whose index curves are similar to theirs. 


In our opinion the closest link between the Eastern and African Pygmies 


1) In dolichocephalic people the cephalic index may even be three points higher 
than the cranial index. In mesocephalic individuals the cephalic index is about two 
points higher than the cranial index, in brachycephalic individuals the difference rarely 


Surpasses one point. In hyperbrachycephalic people there is hardly any difference between 
the cephalic and skull index. 
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are the Semang, who like the Bushmen and other African Pygmies are 
also conspicuous by their “‘peppercorn’”’ hair. 

Why among the Pesechem of Melanesia, the Aeta of the Philippines and 
especially with the Andamanese and Baining so many round-headed types, 
hardly observed among the taller Melanoderms, occur is still obscure. The 
fact that smaller individuals frequently have a rounder head (PITTARD, 
Donic!, KLEIWEG DE ZWAAN) cannot explain this since some of the meso- 
cephalic Pygmy tribes, especially the Bushmen (144 cm), African Pygmies 
(143—142 cm) and Tapiro (145 cm), are smaller than the brachycephalic 
Aeta (147 cm), Andamanese (149 cm) and Baining (153 cm). Considering, 
however, Boas’ researches on Jewish and Armenian immigrants, poor 
circumstances together with inbreeding may play a part. The Baining are 
used as slaves by their taller neighbours, while the Andamanese, whose 
number rapidly decreases, live under very poor conditions and the Aeta 
maintain their half-starved lives (REED) 1) with great difficulty. 


According to LAPIQUE 2) dolichocephalic Negritolike ulotrich individuals 
occur among the Kadars of India, a predominantly kymotrich people 
extending as far as Burma. They were more carefully examined by GUHA8), 
who measured 112 males. As Dr. Guna kindly gave me the individual 
indices of his group, I made a curve of them (Table II, fig. 1) which shows 
that they are far more long-headed than the above-mentioned Pygmy 
tribes, having their greatest frequency at 73. 

GUHA confirms that there is a Negrito strain with frizzly hair amongst 
the Kadars, some of whom had a stature below 150 cm. He considers this 
strain (three individuals of which are photographed on plate II of his 
work) as related to the Semang of Malacca. But as their index shows a 
much lower average (73.0 + 0.18) than the Semang, GUHA supposes the 
dolichocephaly of the Kadars to be due to intermixture of a Semang like 
group with some dolichocephalic race which may be responsible also for 
the long spirals of hair not rarely occurring with them. Their coefficient 
of racial likeness, according to him, points to a relationship with the 
nattu Malayans 4) and Yeruva (two taller Dravidian tribes). Von 
EICKSTEDT 5) groups the Kadars with his Veddoid (Malide) Indians. 


1) REED, Negritos of Zambales Ethnological Survey publ., Manila, Vol. 2, part I, 
1904. 

2) LAPIQUE, Note sommaire sur une mission ethnologique dans le sud de I'Inde. Bull. 
du museum d'Histoire nat., T. 2, 1905, p. 283. 

3) GUHA, Racial affinities of the peoples of India. See Census of India 1931. Vol. 1, 
part. III, Ethnographical (publ. in 1935). KORBIN also measured five Kadars. See JAGOR, 
Zicwie thiol ol oeiS/9i pW. 

4) The word “Malayan” indicates that this people belongs to the Malayani speaking 
tribes. They have nothing to do with our Malay-tribes, the word Malay seems to have 
different meanings in this Fore-Indian word (— hill or mountain) and in the expression 
Orang malayu (malayu — fled or driven away). 

5) VON EICKSTEDT, Rassenkunde und Rassengeschichte der Menschheit. Stuttgart, 


1934, p. 184 (see also p. 182). 
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In fig. 2 I added a curve of his Predravidian Panyans (stature 156.5 cm), 
which closely approaches the Kadar curve. Their nasal indices and type of 
hair are also the same (HADDON, V. EEICKSTEDT), The Panyans again 
resemble the Australians in their index curve (fig. 2) and also in their 
bloodtype by a very large A and small B component (AIYAYAPPAN !)). 
The real Veddahs, also predominantly dolichocephalic, are distinctly 
kymotrich, while they have a less dark complexion and not such an infantile 
body build as the ulotrich Pygmies. Their stature (-- 156 cm) also exceeds 
that of the real Pygmies (++ 145 cm). 

In view of the dolichocephalic and kymotrich character of the majority 
of the Kadars, for this type a relationship with kymotrich Australo-Pre- 
dravidian and Veddoid people is very likely. 

Fig. 3 shows that among the Veddahs, in addition to their prevailing 
dolichocephalic indices, a small 78 (and 80) elevation occurs, thus 
indicating a tendency to mesocephaly. This mesocephaly is far more 
pronounced with the Senoi or Sakai?) (fig..4) and with some other 
kymotrich groups of low stature (+ 155 cm), living in the Indian 
archipelago and which should be considered here. 

According to HaGEN?) and KLEIWEG DE ZWAAN‘) the Kubus of 
Sumatra are related to the Sakai (according to Shebesta to the Jakun of 
Malacca 5)). The few cephalic indices of these kymotrich dwarfs recorded 
by HAGEN and VOLZ, registered in Table III, fig. 5, though too scanty 
to give a reliable impression, suggest that they are predominantly 
mesocephalic. 

The SARASINS ®), KLEIWEG DE ZWAAN7) and SCHLAGINHAUFEN (l.c.) 
consider the Toala and cognate Tomuna and Tokea of S.W. Celebes as 
Veddoid. The few Veddoid, and numerous brachycephalic indices in the 
group measured by the SARASINS (fig. 7) suggest a strong Malay admixture. 

Recently, however, other dwarfish Celeban groups have been described, 


1) AIYAYAPPAN, Bloodgroups of the Predravidians etc. Man, Vol. 36, 1936, p. 191 
and RUGGLES GATES, Zts. f. Rassenkunde, Vol. 9, 1939, p. 58. ‘ 

2) Here I may draw the attention to the fact that the index curve of the Sakai does 
not differ much from that of the Semang. Yet, all those who know both peoples, confirm 
their racial diversity. Cf. R. MARTIN, Die Inlandstamme der Malayischen Halbinsel, Jena, 
1905; and SKEAT and BLAGDEN, Pagan tribes of the Malay Peninsula, Vol. I, p. 1929. 
London, 1906. 


3) HAGEN, Die Orang Kubu auf Sumatra, Veréffentl. a. d. Stadt. Vdlker Museum, 
Frankfurt a/M., 1908. 

4) KLEIWEG DE ZWAAN. De rassen van den Indischen archipel, 1925. 

5) For the questions in connection with this matter, especially on Sumatra I also refer 
to BARTLETT’s paper on the problem of Negrito and Vedda elements in the population 
of Sumatra. Proceed. of the fifth pacific congress, Victoria and Vancouver, 1934, p. 2851. 

®) SARASIN, Versuch einer Anthropologie der Insel Celebes, Teil II. Die Varietaten 
des Menschen auf Celebes, Wiesbaden, 1906; and: Ueber die Toalafrage. Zeitschrift fiir 
Rassenkunde, Bd, 1, 1933. 


*) KLEIWEG DE ZWAAN, Bijdrage tot de Anthropologie van Celebes, Tijdschrift Kon. 
Ned. Aardrijksk. Genootschap, 1929. 
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whose indices correspond more closely with those of the Veddah and 
Sakai: the To Loinang from Central East Celebes (stature 154.6 cm) and 
especially the To Pakawa (stature 152.75 cm) from Central West Celebes. 

WEck’s To Loinang (from Simpang in the Loinang district near Boenta) 
are described by KLEIWEG DE ZWAAN as a Veddoid group with a 
considerable amount of a leiotrich, probably Malay admixture. Similarly 
KAULDERN 1) was struck by the Malay features of several individuals of 
a related group from the same district and he also considers the To Loinang 
as having Malay admixture. KAULDERN gave no measurements of his 
To Loinang, but since these Malay features also occurred with WECK’s 
To Loinang this might explain the 82 elevation in their curve (fig. 5), this 
index peak being quite common in Malay groups. 

Among the To Pakawa measured and bloodtyped by Tescu 2) Malay 
features and indices practically fail. Their indices (fig. 6) are of the 
Veddoid especially of the Sakai range. KAULDERN leaves it undecided if 
their appearance is Veddoid or not, but according to TESCH the majority 
of them is kymotrich. Their bloodtype (A: 18.3; B: 40.3; O: 38; TEScH 
shows a high B component, as it does in the Tamils and Dravidas and as 
may be the case in the Veddah, in so far as the only five Weddah hitherto 
bloodtyped (HILL) allow an opinion. 

According to KRUYT (personal communication) the To Pakawa have many features in 
common with the Toradja. Since, however, the head indices and also the bloodtype of 
TESCH’s pure Toradja (A: 25.5%, B: 29.6%, O: 36.2%) are very different from those 
of the To Pakawa, the TYoradja affinities occurring with them may be due to Toradja 
admixture. 

The same fig. 6 in which the To Pakawa are registered shows the 
indices of 129 male Igorotes of North Luzon, chiefly measured by 
BENNETT BEAN (partly by BARROWS and KROBER). 

BEAN 3, who made the most detailed study of this people, says that 
they are predominantly straight-haired but that several of them are 
kymotrich. The colour of their skin is light brown. According to him the 
Igorotes (especially the Lowland Igorotes) resemble the Sakai or Senoi 
of Malacca in many other somatic features and BEAN is convinced that the 
wavy-haired people amongst them (also observed by JENKS 4) and 
WORCESTER 5) among the Bontoc Igorotes) belong to the same group as 
Martin's pure Sakai. Their stature (154 cm) also falls in the same range 


1) KAULDERN, Anthropological notes from Celebes, Ethnological studies No. IV, 
Géteborg, 1937. 

2) ESCH, Voorloopige aanteekeningen over anthropologisch onderzoek bij de be- 
woners van Midden-Celebes. I. Bloedgroepen. Geneesk. Tijdschr. voor Nederl. Indié. 
Afl. 31, Deel 78, 1938. 

3) R, BENNETT BEAN, The Benguet Igorotes, A somatological study of the line folk 
of Benguet and Lepanto Bontoc. Philipp. Journ. of Science, Vol. III, 1918, p. 413. 

4) JENKS, The Bontoc Igorotes. Publ. of the Ethn, Survey, Manilla, 1905, Vol. 1. 

5) WORCESTER, The non-christian tribes of Northern Luzon. Philipp. Journ. of 
Science, Vol. 1, 1906. 
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as that of the Sakai (154 cm), To Loinang (154.6 cm) and To Pakawa 
(1523/5¢cm) 

Their bloodtype differs from the To Pakawa type, resembling the 
Nesiot or Melanesian type by a smaller B component. 

Considering the possible occurrence of Veddoid or rather Predravidian 
elements on Celebes and the other anthropological relationships between 
this island and the Philippines, mentioned in my preceding paper, a Sakai 
strain in the population of Luzon may not be excluded 1). 


PRIMITIVE ELEMENTS ON SUMATRA AND JAVA. 


As the 82 peak, occurring with the Aeta and the 84 peak, occurring 
with the Andamanese, are indicated regularly in our Malay curves (see 
these Proceedings Vol. 42, 1939, Table If) I should refer here to the 
work of Woo and Morant 2), who were struck by the resemblance of the 
Aeta and Andamanese skulls with the Javanese skulls examined by 
Von Bonin 8) (and Burmese skulls recorded by Miss TILDESLEY 4)) and 
who believe that the Aeta and Andamanese came originally from Java or 
from the neighbouring mainland, being related to the Javanese (and 
Burmese) but having degenerated since. 

This conception is strongly criticised by GuHA®5). Notwithstanding a 
resemblance in skull shape, expressed also in our cephalic curves, but 
considered by us as a secondary process, several arguments may be 
advanced against a relationship between the brownish leiotrich Javanese 
and the dark ulotrich Mincopies and Aetas, e.g. the difference in bloodtype 
between the Malay and Aeta (the Andamanese bloodtype has never been 
examined 6) ). 

Yet, it should not be a priori excluded that Negrito elements are 
absorbed in some of the tribes of the Great Sunda islands, especially on 
the island of Sumatra which lies so near Malacca with its Semang and 
not far from the Andaman islands. 

So for the Batta BARTLETT (l.c.s.) pronounced himself in favour of the 


1) For the possible occurrence of Veddoid traces in more Eastern parts of the Indian 
Ocean see F. SARASIN, Spuren einer fritheren Weddiden Bevélkerung auf der Insel Roti 
oder Rote bei Timor. Zeitschr, f. Rassenkunde, Bnd, 7, 1938, p. 251, and W. L. MEYER, 
Anthropologische und odontologische Untersuchungen auf den kleinen Sunda Inseln 
Timor und Rote. Festschrift der odontologischen Gesellsch. Basel, 1936. 

2) Woo and MorRANT, A preliminary classification of Asiatic races based on cranial 
measurements, Biometrika, Vol. 24, 1932, p. 12. 

3) VON BONIN, Beitrag zur Craniologie von Ost-Asién. Biometrika, Vol. 23, 1931, 
jy BVA: 

4) ‘TILDESLEY, A first study of the Burmese skull. Biometrika, Vol. 23, 1921, p. 176. 

5) GUHA, Census of India. Vol. 1, part III, 1936, p. 53. 

8) This is the more to be regretted as this people approaches its extinction, only a 
thousand or less being alive. Hitherto the Semang have not been blood typed either, 
another regrettable gap on our knowledge. 
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relationship of some of their tribes (or marga), especially the Pardembanan 
of Asahan with the Negritos. With three out of seventy five Pardembanan 
Batta examined BARTLETT found curly hair. 


Evidently this argument might just as well — and even with more right 
be alleged in favour of Veddah influence on this people. BARTLETT, 
however, does not believe that there is any “Vedda’’-like group, not even 
in the Peninsula (Malacca) which might not have originated by admixture 
of primitive Malays and Negritos (l.c.p. 2857), a rather bold statement for 
the truth of which I can find no proof whatever in BARTLETT’s paper 1) 
in which the stature of his Pardembanan is not mentioned even, 

As long as BARTLETT does not prove that the Vedda element is nothing 
but a blend of some Negrito group with a leiotrich or kymotrich race 1), 
I believe with MarTIN, SKEAT and BLAGDEN, HADDON a.o. that the Sakai 
and the Veddoids in general are not directly related with the Negrito. 
More likely his Pardembanan have acquired the features referred to from 
some Dravidian admixture, or from Paleomongolid influence 2) — 
considering the high 83 index of his group, which is quite conspicuous also 
with the Atchinese *) and with Toba and other Batta registered in HUG ects 

Dravidian influence on the population of Sumatra has long been 
recognized. It was traced ethnologically and linguistically by KERN and 
JousTRA 4), and by TIDEMAN 5), pathologically (on account of the spread 
of rhinoscleroma) by SNIJDERS ©) and anthropologically for the Sembiring 
Batta by Miss KEERS 7). 

Also the Batta blood type comes close to that of several Fore Indian 


1) BARTLETT might allege the resemblance of our Sakai and Semang curves. — Yet 
if the Sakai or Senoi were a blend of the Semang with some other race on Malacca this 
other race probably is not Malay in the usual sense of the word, It would besides be 
strange that the real Negrito characters do not Mendel out again in the Senoi and that 
this mixture should have such a uniform character, 

2) Whose indices are registered in the interrupted curve of fig. 4, Table III. 

3) See Fig. 1, Table III, of my Index curves of Asia and the great Sunda Islands. 
Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, 42, 41 (1939). 

4) KERN, Bijdragen tot de taal-, land- en volkenkunde v. Ned. Indié. Kon. Instituut, 
Ser. 7, Vol. I, p. 358, and JOUSTRA, De Batakspiegel. Uitg. v. h. Batak Instit. No. 21, 
1926, 

5) ‘TIDEMAN, Hindoe-invloed in Noordelijk Batakland. Ibidem 1936. 

6) E. P. SNIJDERS, An endemic focus of Rhinoscleroma in Sumatra, (Dutch East- 
Indies). Proc. Kon. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, 34, 1426 (1931), and Feestbundel 
v. h. Geneesk, Tijdschrift v. Ned. Indié, 1936, p. 397. 

7) W. KEERS, Anthropologisch onderzoek van de Karo-Batak. Geneeskund. Tijdschr. 
v. Ned. Indié, 1937, and W. KEERS, Anthropologische Untersuchung iiber den Sembiring 
Marga der Karo-Batak. Acta Neerlandica Morphologiae normalis et pathologiae, Vol. 1, 
1937—'38, p. 76. The 238 Karo Batta in my curve are rearranged by me by leaving our 
those out with an index of 65, 91 and 92. Miss KEERS’ own curve, published in the first 
mentioned paper and containing 286 males, differs from mine by having its highest peak 
at 79. I do not know, however, if her grouping of the indices is the same as mine. In my 
curves 80 stands for 80—80.99. With several other authors however 80 stands for 


79.5—80.49, 
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tribes. Furthermore HEINE GELDERN and TICHELMAN1) pointed to a 
relationship between Batta and Burma art. Veddoid influence on Sumatra 
has been advocated by VoLz 2) and by KLEIWEG DE ZWAAN 8). 

While JouUSTRA pointed to Dravidian, especially Tamil influence, 
TIDEMAN mentions two separate ways of immigration, an older one from 
Southern India, Deccan, and a more recent one from Northern India: 
Bengal and the Ganges Delta. 

The latter conclusion is supported by a comparison of the index curves. 
Comparing figs. 1, 2 and 3 of Table III one is struck by the resemblance 
of the index curves of RisLEy’s Dravidian Kayasatha cast of Bengal 
(fig. 2) and Miss KEERS’ Simbiring Batta (fig. 3). The Tamils (fig. 1) 
apparently are more dolichocephalic than the Kayasatha. Considering the 
fact that the Kayasatha live immediately north of the Ganges Delta and 
of Chota Nagpur which, according to TIDEMAN and SNIJDERS, is one of 
the starting points of this migration, the resemblance of the Kayasatha 
and Sembiring curves affords an argument the more for their conclusion. 

The same holds good for Miss KEERS’ Karo Batta. Although by some 
other features this group of Batta differs from the Sembiring — their 
index curves are nearly identical. 

Considering that the Batta blood groups hitherto recorded also come 
very near Dravidian bloodgroups this may be considered as an argu~- 
ment the more that the Batta are strongly mixed with some branch of the 
Dravidian race, which, in the Toba and other Batta, is again complicated 
with some Burmese Paleomongolid elements (indicated also among the 
Kayasatha), as is suggested by the 83 and 85 elevation in their curve. 

Also Sakai influence on Sumatra is probable since MOSZKOWSKY 
observed real Sakai on Sumatra and VoLz and HAGEN believe the Kubu 
of Palembang to be related to them as well. The number of Kubus hitherto 
measured, however, is too small to give a reliable index curve (fig. 5). 

For the question as to the occurrence of primitive elements on Java we 
may consult the data furnished by KOHLBRUGGE 4), KLEIWEG DE ZWAAN 5) 
and NyESSEN 6). The first author examined the people of the Tengger 
mountains (E. Java), a tribe evidently more primitive than the Malays. 
There are leio- and kymotrich elements amongst them. Their skin 


1) 'TICHELMAN, Prof. R. HEINE GELDERN over het muilmotief in de Bataksche 
plastiek. Cultureel Indié, 1ste Jaargang, Febr. 1939, p. 54. 

2) VoLz, Nord-Sumatra, Vol. 1 and 2, 1909—1912. 

8) KLEIWEG DE ZWAAN, Ons mooi Indié, 1925, p. 134; and KLEIWEG DE ZWAAN, 
The Vedda element in the population of the East Indian Archipelago. Congrés inter- 
national des sciences anthropologiques et ethnologiques, London, 1934, p. 201. 

4) KOHLBRUGGE, |’Anthropologie des Tenggerois, Indonesiens montagnards de Java. 
l’Anthropologie, 1898, p. 1. 

5) KLEIWEG DE ZWAAN, Ons mooi Indié, 1925, 


6) NYESSEN, The races of Java. Weltevreden, 1929. NYESSEN, Somatical investigation 
of the Javanese, 1929. 
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resembles that of the Batta, the nose is large and flat, the stature 
varies from 158—164 cm, those from Wonokitri being the smallest. The 
average index of 130 men, measured by KOHLBRUGGE is 79, 71. Also in 
some other respects they approach the Batta. KOHLBRUGGE does not link 
them up with a Negrito-like people and emphasizes that former assertions 


on the occurrence of such a people on Java (viz. the Kalangs) are entirely 
devoid of scientific arguments. 


This author does not speak in his paper on the eventual occurrence of Veddah 
elements on Java and KLEIWEG DE ZWAAN (lc, p. 142) only gives a photo of a 
Javanese from Tj. Ngawen, showing a Veddoid type with kymotrich hair, 


Recently NYESSEN published more data on the Tenggerese. He also 
examined the mountain dwellers of the S. Preanger (W. Java) and 
collected valuable data on the Usings of Matjan Pootih, in Java's extreme 
Eastern Low Lands. 

Fig. 6 Table II shows that in the index curve of his Tenggerese 1) the 
82 and 84 peaks — so characteristic of the Javanese fail. Their highest 
peak is at 80, prominent also with several Dravidian groups. 

This curve suggests that NYESSEN’s supposition that with the Tenggerese 
we have to do with a Dravidian remnant or with a Pacific group related 
to the Predravidians is right, their hair being also frequently kymotrich 
and the stature of the Tenggerese, especially of those measured by 
KOHLBRUGGE at Wonokitri (158 cm), being also of the same range. 

According to NYESSEN among the South Priangan mountain dwellers 
a similar people occurs. This holds good especially for the people in one 
of the Priangan dessas examined by NYeEssEN (Tjaringin) among whom 
also the 80 index prevails. The complication at their curve with a high 
84 index elevation, however, suggests that this group contains a large 
number of Javanese or Sundanese elements, not indicated in the Tenggerese. 


CONCLUSION. 


Although all ulotrich Pygmy tribes have many features in common, 
there is no reason to consider the African, Malaccan, Andamanese, 
Philippine and Melanesian Pygmies as having arisen from one central 
Pygmy stock. The points of resemblance between Bantus and African 
Pygmies and those between Papuans and Melanesian Pygmies, show that 
the various Pygmy tribes originated in various tall Melanoderm tribes. 


1) NYESSEN compares this people with the S. Chinese. His group of S. Chinese 
unfortunately escaped my attention when I was writing my preceding paper. The curve 
of the indices found by NYESSEN resembles the curve of Shirokogorofs South Chinese 
(Cantonese) published in my preceding paper (Table II, fig. 10) in having a 78, 80 and 
82 peak. It differs from it by having a lower 78 and higher 80 and 82 peak. Although 
the average index of his Tenggerese and South Chinese is about the same and both 
groups have an 80 peak the Tenggerese curve differs too much from the S. Chinese by 
the lack of a 78 and 82 peak to be considered as a related group. 
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The difference in head shape amongst the various Pygmy tribes and 
between them and the tall Melanoderms may be considered as secondary 
changes. 

The most primitive Pygmy groups resembling each other as well as 
the taller Melanoderms in their index curve are the Timorini and Tapiro 
from New Guinea, the Semang from Malacca and the African Pygmies. 
Like the taller Melanoderms, they are predominantly mesocephalic, diffe- 
ring from them by their infantile features, such as relatively long arms, 
lanugo like covering of the body, front bombé and deep nose root. 

Though some Eastern tribes, viz. the Andamanese and Aeta, are 
further brachycephalized, and their index curves show peaks, common to the 
Malay curves (the Andamanese 82 and Aeta 84 peaks), there are no suffi- 
cient arguments to consider them as related to the non-melanoderm, kymo- 
or leiotrich Malays, especially not to the Javanese, since they are even 
more Negroid in appearance than the other Pygmies and their brachy- 
cephaly may be a secondary process, as with the Baining from New Britain 
(Neu-Pommern) and the Pesechem of New Guinea, in which these peaks 
also occur and who certainly are not related to the Javanese. 

The cause of the gradual increase of brachycephaly with these tribes 
may be partly sought for an inbreeding under the poor conditions, in which 
the Andamanese, Aeta and Baining live, the tendency to brachycephaly 
under such conditions being well established (Boas; KaPPERs). 

A direct genetic relationship of the ulotrich Pygmy tribes with small 
kymotrich Predravidian groups, such as the Sakai of Malacca and Veddah 
of Ceylon, is very doubtful. 

The real Pygmies are more closely related to the taller ulotrich Melano- 
derms. They have less primitive characteristics than the so-called Veddoid 
people (ulotrich, especially peppercorn hair, as occurring with the real 
Pygmies and taller Melanoderms being a secondary feature). Apart from 
being kymotrich, the Veddoid groups are not so small 1), and also in other 
respects they have less infantile characteristics than the ulotrich Pygmy 
tribes. Also by their more pronounced dolichocephaly they rather resemble 
the Predravidians. 

The anthropological position of the dwarfish groups in general in con- 
nection with their taller juxtaposed tribes is by no means clear. 

First of all we should realize that, though a hereditary male stature of 
150 cm. or less is commonly accepted as allowing us to speak of a Pygmy 
tribe, this is an arbitrary conception, as there is no distinct borderline in 
the hereditary length of human groups. Although for most ulotrich Pygmies 


1) The Aeta have an average stature of 147 cm, the Mincopies and Semang 149 cm 
and the Bushmen of 144.4 cm, the African Efé 143 cm, the Batwa 141.5 cm, the Tapiro 
145 cm, Veddoid statures are considerably taller: the Weddah from Ceylon have an 


average of 156 (v. Eickstedt) or even 157.6 (Sarasin), the Toala 157.5; Sakai 154; the 
Panyans 156.5 cm. 
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such statures are quite common even some ulotrich Pygmy tribes surpass 
this limit, the average of the Pesechem (v. D. BROEK) and Baining (BAUER) 
being 152 cm., of the Pania mountain Pygmies 152.8 cm. (BIJLMER). 

The question as to what determines a minor hereditary body size is as 
yet obscure. 

As, notwithstanding KOLLMANN’s assertions, there is no sufficient 
reason to ascribe a dwarfish body size to prehistoric humanity we should 
accept a common ancestry of the Pygmies and those taller people that may 
be regarded as their juxtaposed tribes. We furthermore know that, while 
under favourable circumstances there is a tendency in humanity to increase 
in stature 1) (BOLK, VAN DEN BROEK), unfavourable circumstances have 
the inverse result (Boas). 

In common ancestral groups, naturally containing people of smalier and 
larger stature, and different endocrine constitutions, a segregation of the 
smaller and less fit may have occurred. Inbreeding among these segregated 
people may have led to hereditary dwarfishness, perhaps enhanced by 
unfavourable conditions in their places of refuge. The general infantile 
body build (short legs, lanugo hair, front bombé, deep nose root) pleads 
for a partly infantile endocrine constitution. 

Already KEITH 2), BOLK 3) and STOCKHARD *) emphasized the importance 
of endocrine constitutions also for racial or group differentiation. — 

In this connection I refer to ETTORE LEVI's®) contributions on infantilism and here- 
ditary essential microsomia, to RISCHBIETH and BARRINGTON’s paper®) on dwarfism, 
GILFORD's Hunterian lechure*) on infantilism, to HANHART’s 8) studies on an inbreeding 


group of dwarfs in the Samnaun valley, Unter-Engadin and to BERBLINGER’s chapter ®) 
on nannosomia pituitaria, to which Profs. WAN CREVELD and KREDIET kindly called 


my attention, — 


1) For the Dutch people see BOLK. Ueber die Kérperlange der Niederlander und deren 
Zunahme in den letzten Dezennien. Verslagen der Kon. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, 
1914 (also in Zeitschr. f. Morph. und Anthrop., Bnd, 18, 1914, p. 15) and Vv. D. BROEK, 
De anthrop. samenstelling der bevolking van Nederland, Mensch en Maatschappij, 1930. 
The same has been observed with other peoples (e.g. the English and the Japanese). 

2) KEITH lo schema dell’origine umana. Volume giubilare in onore di Giuseppe 
Sergi. Rivista di Antropologia, Vol. 20, 1916, p. 1. 

3) BOLk, Die Menschwerdung, Fischer, Jena 1924; On the problem of Anthropo- 
genesis. Proc. Kon. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, 29, 1926; On the origin of human 
races, Ibidem, Vol. 30, 1927. 

4) STOCKARD, The physical basis of personality, Norton and Co., New-York, 1931. 

5) &, Levi, Contribution a l'étude de l'infantilisme type Lorrain. Nouv. Iconographie 
de la Salpétriére, Vol. 21, 1908, p. 296 and Contribution a la Connaissance de la Micro~- 
somie enentielle heredofamiliale, Ibidem, Vol. 23, 1910, p. 522. 

6) RISCHBIETH and BARRINGTON, Eugenics Laboratory Memoirs, Vol. 15, 1912. 

mea liancetmpaninn mo lam OG. 

8) HANHART, Ueber die Bedeutung der Erforschung von Inzuchtsgebieten an der 
Hand von Ergebnissen bei Sippen mit heriditarer Ataxie, heredodegenerativem Zwerg- 
wuchs und sporadischer Taubstumheit. Schweizerische medizinische Wochenschr., 1924, 
p. 1148. Cf, also W. SCHEIDT, Allgemeine Rassenkunde. Miinchen, 1925, p. 409. 

9) In M. HirscH, Handbuch der Inneren Sekretion. Leipzig, Vol. I, 1932, p. 982. 
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In conclusion I wish te express my thanks to the late Dr. LEBZELTER 
and to Dr. WASTL of Vienna for the Aeta measurements taken by the 
Reverend VAN OVERBERGH; to Dr. Hrpicka, Washington, for allowing 
me to use NEWwTON’s individual Aeta measurements, kindly copied from 
the original by Dr. LELAND W. Parr, to Prof. Von EicksTEDT Breslau 
for his Weddah, Andamanese and Panyan measurements; to Dr. GUHA, 
Calcutta for his Kadar indices and for PORTMAN’s and MOLESWORTH’S 
Andamanese indices; to Frau Dr. S. MARTIN-OPPENHEIM for the individual 
data concerning the Semang and Sakai measured by her late husband, 
to Prof. R. BENNETT BEAN for those of the Igorotes measured by him. 
I am indebted to the Board for Anthropological Research, University of 
Adelaide, South-Australia for a large number of Australian indices, added 
to my Australian curve and to Dr. ED. QUISUMBING, chief of the National 
Museum Division, Manila, for the loan of several papers and data on 
the Aetas. 

I repeat my thanks to our countrymen: Dr. JULIEN, for his data con- 
cerning the Efé Pygmies and for the individual indices of his recently 
examined Cameroon Pygmies, the Bakolah or Badjele; Dr. BIJLMER for 
his valuable data concerning the Tapiro and Pania mountain Pygmies from 
New Guinea; Miss Keers for her Simbiring and Karo Batta measurements 
and Dr. TESCH for the individual figures about the To Pakawa. 


Mathematics. — Zum Triangulationsproblem '). By Prof. L. E. IE 
BROUWER. 


(Communicated at the meeting of September 30, 1939). 


§ 1, 


Unter einer geschlossenen p-dimensionalen Umgebungsmannigfaltig- 
keit R, verstehen wir eine katalogisiertkompakte Spezies, welche folgende 
Eigenschaften besitzt: 

1. R, enthalt eine endliche Anzahl s von katalogisierten kompakten 
Teilspezies H',..., H*, wobei jedes H’ topologisches Bild des Cartesi- 
schen Einheitskubus ist, d.h. durch p Koordinaten Xfreee KOS 7S 1) 


eineindeutig und stetig beschrieben werden kann. Die Grenze von lal’ 
d.h. die Spezies derjenigen Punktkerne von H”, die ein x”=0 oder ein 


xi =1 besitzen, bezeichnen wir mit L’. Das Innere von H’, dh. die 
Spezies derjenigen Punktkerne von H”, fiir welche 0 <o x; <9 1 (1Se=p), 
bezeichnen wir mit K”. 

Zesedes hist offen in Re. 

Omen eaistyidentisen: mit «(Ke Kn 8K), 

Alsdann kann eine solche positive Zahl 7o>0 angegeben werden, 
dass, wenn wir die Spezies derjenigen Punktkerne von H”, fiir welche 
(s + 3) 4 <0 x? <o 1 —(s + 3)y(1<e@ <p) mit ,K” bezeichnen, R, eben- 
falls mit © (,K',..., .K*) identisch ist. 

Die Spezies derjenigen Punktkerne von H”, fiir welche (g +3) 1 <o 
=x, <1 —(g4-3)7 (l= 0 =p; 0g =), bezeichnen wir mit ,H”. 

Die Spezies derjenigen Punktkerne von H”, fiir welche (3—g) 1 <o 
<0 x% <o 1—(3—g)n (1 Sep; 0g <2) bezeichnen wir mit *H”. 

Die Grenze von ,H” bzw. 9H” bezeichnen wir mit ,L” bzw. 9L”. Das 
Innere von ,H” bzw. 9H” bezeichnen wir mit ,K” bzw. 9K”. 

Wir nennen R, differenzierbar zusammenhangend, wenn fiir be- 


1) Der Inhalt dieses Aufsatzes wurde vom Verf. in der 158. Jahresversammlung der 
Wiskundig Genootschap zu Amsterdam am 24. April 1937 vorgetragen. Wegen des 
fragmentarischen Charakters des Resultates sowie der intuitionistisch nicht ganz vollen- 
deten Darstellungsform wurde von einer Ver6ffentlichung des Vortrags damals einstweilen 
Abstand genommen und zur erneuten Inangriffnahme des Gegenstandes hat der Verf. 
seitdem keine Gelegenheit gehabt. Weil aber des Verf. Mitarbeiter Herr Dr. FREUDENTHAL, 
der dem erwahnten Vortrage s.Z. beiwohnte, kiirzlich den Wunsch gedussert hat, an 
denselben anzukuiipfen, so hat der Verf. geglaubt, sich zur vorliegenden Veréffentlichung, 
die er sonst als verfriiht betrachten wiirde, entschliessen zu miissen. 
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liebig gewahlte « und » in jedem gemeinsamen Punkte von K* und 
K” die Koordinaten xj, .... x} und die Koordinaten x/,...,%) nach- 


einander beschrankt und gleichmassig stetig differenzierbar sind. 
Die im folgenden zu betrachtenden R, werden als differenzierbar zu- 


sammenhangend vorausgesetzt. 


§ 2, 


Unter der m-teiligen Parallelzerlegung eines gemessenen p-dimensi- 
onalen Fragmentes F verstehen wir die simpliziale Zerlegung von F, 
welche entsteht, wenn wir in jedem reprasentierenden Simplex S von F 
jede Hohenlinie in m gleiche Segmente zerlegen, in den Teilpunktkernen 
ebene (p — 1)-dimensionale Raume senkrecht anbringen, und in den in 
dieser Weise entstehenden konvexen Teilpolyedern von S der Reihe 
nach die zweidimensionalen, die dreidimensionalen, usw. Seiten der je- 
weilig vorliegenden Teilung ihrer Grenzen entsprechend zentral-sektoral 
zerlegen. 

Unter einem simplizialen Gitter y(F) verstehen wir eine eineindeutige 
Abbildung der Spezies der Grundpunktkerne eines gemessenen p-dimen- 
sionalen Fragmentes F auf R,. Die y(F) darstellenden Grundpunktkerne 
von R, werden kurz die Grundpunktkerne von y(F) genannt. 

Ein in H* liegendes simpliziales Gitter y(F) heisst faltenlos in H™, wenn 
es in H* als zugehoriges simpliziales Bild 6°(F) von F ein ein-p-dimen- 
sionales Fragment, also ein topologisches Bild von F darstellendes Netz- 
fragment erzeugt. 

Ein simpliziales Gitter y(F) heisst faltenlos, wenn jeder beliebige ganz 
in einem einzigen H* gelegene, einem Teiltragment D von F entsprechende 
Teil y(D) von y(F), in diesem H* als zugehériges simpliziales Bild 6* (D) 
von D ein ein p-dimensionales Fragment, also ein topologisches Bild von 
D darstellendes Netzfragment erzeugt. 

Ein simpliziales Gitter y(F) heisst durchsichtig, wenn fiir jedes r jedes 
beliebige Netzfragment f/'(D) in H* der im vorigen Absatz eingefiihrten 
Art die Eigenschaft besitzt, dass, wenn in H* p+1 ebene (p—1)-dimen- 
sionale Raume unter den (p—1)-dimensionalen Grundseiten von f(D) und den 
(p—1)-dimensionalen Seiten von H* beliebig gewahlt werden, jeder derselben 
in einer Entfernung o>0 vom Schnittpunkte der p iibrigen gelegen ist. 

Wenn in y(F) die Bilder der Eckpunktkerne des Grundsimplexes EF 
von F in H* liegen, so bezeichnen wir die Breite von f'(E) nach 
H’ mit m{f'(E)}. Wenn my(F)} eine solche positive Zahl ist, dass 
m{B(E)}<m }y(F)} fiir jedes E von F und fiir jedes bei diesem E 
in Frage kommende r, so nennen wir m$y(F)} eine Maschenmajorante 
von y(F). 

Ein simpliziales Gitter mit einer Maschenmajorante <o 47 nennen 
wir normal. 


Wenn in y(F) die Bilder sémtlicher Eckpunktkerne des Grundsimplexes 
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FE von F in H liegen, so bezeichnen wir den Quotient des Inhaltes 
von f'(E) nach H™ und der p-ten Potenz der Breite von P(E) nach 
A mit M}{f(E)}. Wenn My (F)} eine solche positive Zahl o> 0 
ist, dass M}f(E)} > M{y(F)} fiir jedes E von F und fiir jedes bei 
diesem FE in Frage kommende r, so nennen wir M \y (F); eine Massi- 
vitatsminorante von y (F). 


Veoh 


Die s regionalen Koordinaten nach der d-ten (l[=d=ss) Norm der 
Punktkerne eines einem normalen simplizialen Gitter » (F) zugrunde 


liegenden gemessenen p-dimensionalen Fragmentes F. 


Unter afi verstehen wir die stetige Ortsfunktion in R,, welche in 
*H“ gleich der nach H¢ gemessenen Entfernung von ?L/ ist und ausser- 
halb von 7H? verschwindet. 

Unter of; (» #d) verstehen wir die stetige Ortsfunktion in R,, welche 
ausserhalb von *H” verschwindet und in 2H” gleich der nach H” 
gemessenen Entfernung von 7L” ist, fiir gewisse », fiir welche 'H@ in 
Hf” eindringt, und zwar fiir alle », fiir welche 'H4 in *H” eindringt, 
multipliziert mit der nach H” gemessenen Entfernung von D CHa). 

Sei B ein Grundpunktkern von F, dem in y(F) der Punkt T ent- 
spricht, so setzen wir die mit .o,(B) zu bezeichnende r-te regionale 


df(T) 


Koordinate von B nach der d-ten Norm gleich “\—.. 
lars le) 


Seien F,,...,£,4; die Eckpunktkerne eines Grundsimplexes E von F, 
A ein willkiirlicher Punktkern von E mit den Normalkoordinaten 
Cj,-+++Cp+1, SO setzen wir die mit 4o,(A) zu bezeichnende r-te regionale 
Koordinate von A nach der d-ten Norm gleich Sc, . «,(E,). 


ee 
Die Anfitllung nach der d-ten Norm des normalen 
simplizialen Gitters y (F). 


Seien F,,...,£,+: die Eckpunktkerne eines Grundsimplexes E von F, 
deren Bilder y (&,),...,y (E,+1) alle in H% gelegen sind. Sei A ein in EF 
die Normalkoordinaten c,,...,c,+1 besitzender Punktkern von FE. Wir 
bezeichnen mit AY den Punktkern von H, der im Simplex von H¢ der 
Eckpunktkerne y(E;,),...,7(E,+1) nach H* die barycentrischen Koordi- 
naten C;,...,Cp+1 besitzt. Wenn alle A” in H’‘ liegen, bezeichnen wir 
mit zA; denjenigen Punktkern von H‘, der, wenn jedem A” ein Ge- 
wicht .4o,(A) zugesprochen wird, als Schwerpunktkern der A” nach 
H¢ auftritt. Wenn fiir festes n= 1 alle gAi in H* liegen, bezeichnen 


. Vv a 
wir mit gA,41 denjenigen Punktkern von H‘, der, wenn jedem 7A, ein 


Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, Vol, XLII, 1939. 47 
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Gewicht 4o,(A) zugesprochen wird, als Schwerpunktkern der gA, nach 
Fal tritt, 

Wenn die zu den verschiedenen Punktkernen A gehorenden unbe- 
grenzten Folgen von Punktkerngruppen fA’), {aA}, faAr}.e gleich- 
mdssig positiv konvergieren gegen Punktkerne aA (was, wenn eine 
hinreichend kleine Maschenmajorante von y(F) besteht, der Fall sein 
wird), heisst y(F) nach der d-ten Norm anfiillbar. Ein nach allen 
Normen anfiillbares y (F) werden wir kurz anfillbar nennen. 

Wenn fiir ein nach der d-ten Norm anfiillbares y(F) die Spezies der 
Punktkerne vA in R, ein F topologisch abbildendes p-dimensionales 
Fragment uF [y (F)] darstellt, heisst (F) nach der d-ten Norm topo- 
logisch anfiillbar und ar [y(F)] die topologische Anfiillung nach der 
d-ten Norm von y(F). Ein nach allen Normen topologisch anfiillbares 
y (F) werden wir kurz topologisch anfiillbar nennen. 

Wenn zu einem nach der d-ten Norm topologisch anfiillbaren bzw. 
zu einem topologisch anfiillbaren y(F) eine solche positive Zahl e o>0 
angegeben werden kann, dass, bei beliebigen Verriickungen <e in 
R, der Grundpunktkerne von y(F), die topologische Anfiillbarkeit nach 
der d-ten Norm bzw. die topologische Anfiillbarkeit von y(F) erhalten 
bleibt, so heisst y(F) nach der d-ten Norm stabil topologisch anfiillbar 
bzw. heisst y(F) stabil topologisch anfiillbar. 

Zu jeder positiven Zahl M o> 0 lasst sich eine solche positive Zahl 
mo>0O bestimmen, dass jedes faltenlose, normale simpliziale Gitter in 
R, bzw. jedes in H* faltenlose, normale simpliziale Gitter in H* mit 
einer Massivitétsminorante M und einer Maschenmajorante m stabil 
topologisch anfiillbar ist. 


§ 5. 


Die m-teilige Fortsetzung nach der d-ten Norm ay (F™) eines nach 
der d-ten Norm stabil topologisch anfiillbaren y(F) wird erhalten, wenn 
wir die Spezies der Grundpunktkerne der m-teiligen Parallelzerlegung 
F') von F nach af [y(F)] in R, abbilden. 

Wenn fiir ein stabil topologisch anfiillbares y(F) eine solche natiirliche 
Zahl b und eine solche positive Zahl e o> 0 bestehen, dass, auch nach 
beliebigen Verriickungen <e in R, der Grundpunktkerne von y (F), 
ay(P™) fiir jedes d und fiir jedes m > b wiederum stabil topologisch 
anfiillbar ist, so heisst y(F) im zweiten Grade stabil topologisch anfiillbar. 

Wenn fiir ein stabil topologisch anfiillbares y(F) eine solche natiirliche 
Zahl b und eine solche positive Zahl e ©>0O bestehen, dass, auch nach 
beliebigen Verriickungen <e in R, der Grundpunktkerne von y»(F), 
ay(F™) fiir jedes d und fiir jedes m > b im k-ten Grade stabil topologisch 


anfiillbar ist, so heisst y(F) im (k-+1)-ten Grade stabil topologisch 
anfullbar. 


/05 


Fiir gegebenes k kann zu jeder positiven Zahl M o>0 eine solche 
positive Zahl m o>0 bestimmt werden, dass jedes faltenlose, normale 
simpliziale Gitter in R, bzw. jedes in H* faltenlose, normale simpliziale 
Gitter in H* mit einer Massivitatsminorante M und einer Maschen- 
majorante m im k-ten Grade stabil topologisch anfiillbar ist. 

Wir werden sagen, dass das stabil topologisch anfiillbare simpliziale 
Gitter y(F) die in R, gelegene katalogisierte kompakte Punktkernspezies 
C stabil tiberdeckt, wenn ein solches e o> 0 besteht, dass, auch nach 
beliebigen Verriickungen <e in R, der Grundpunktkerne von »(F), die 
Spezies C fiir jedes d in J [y(F)] enthalten ist. 


§ 6. 


Sei "y ("F) ein durchsichtiges, normales, im (s—n-+1)-ten Grade stabil 
topologisch anfiillbares, G(,H',..., ld") stabil tiberdeckendes simpliziales 
Gitter. Das aus den Grundsimplexen von "F, von deren Eckpunktkernen 
wenigstens einer in einem in °H"*! liegenden Grundpunktkern von *y ("F) 
abgebildet wird, bestehende Teilfragment von "F bezeichnen wir mit "Fp. 
Alsdann sind sadmtliche Grundseiten des p-dimensionalen Fragmentes 
n+1 ["y ("F,)] nach H"*+! eben. Wir betrachten die nach H+! ebenen 
(p— 1)-dimensionalen Raume, die an der Begrenzung entweder von °H"*! 
oder von einem Grundsimplex von ,+41f ["y ("Fo)] teilnehmen, und dehnen 
diese (p — 1)-dimensionalen Raume iiber die Spezies G"+! der zu 
S fn41F ["y ("Fo)], °9H"+!} gehdrigen Punktkerne von H+! aus. In dieser 
Weise bekommen wir eine Zerlegung von G+! in nach H+! ebene 
konvexe Polyeder. Von diesen Polyedern zerlegen wir der Reihe nach 
die zweidimensionalen, die dreidimensionalen, usw. Seiten nach H”*! 
der jeweilig vorliegenden Teilung ihrer Grenzen entsprechend zentral- 
sektoral, wodurch in H"*! ein mit G"*! zusammenfallendes Netzfragment 
Z"+! entsteht. 

Wir werden das aus den zu "/ gehorenden oder an "Fy grenzenden 
bzw. aus den weder zu "Fy gehérenden noch an "Fy grenzenden Grund- 
simplexen von "F bestehende Teilfragment von "F mit "F, bzw. "FP, und 
die Spezies der zu © {n41f ["y ("F,)],°H"+'} gehdrigen Punktkerne von 
H**! mit J+! bezeichnen. Alsdann sind auch von ,41F ["y ("F*;)] samt- 
liche Grundseiten nach H+! eben, und lasst sich mittels durch das 
Netzfragment Z"*! vorgeschriebener zentral-sektoraler Teilung nach H**! 
der nicht zu +1 ["y ("Fo)] gehdrenden Grundsimplexe von 41 ["y("F\)] 
eine Erweiterung von Z"+! zu einem sich tiber J"*! erstreckenden, keine 
Zerlegung von Grundseiten von n+: ["y ("F2)] bedingenden Netzfragment 
X"*! in H"*? herstellen. 

Alsdann bilden X"+! und 41° ["y("F,)] zusammen die topologische 
Anfiillung nach der (n+ 1)-ten Norm ,41f ["*1y°("*}F)] eines nach der 
(n-++1)-ten Norm topologisch anfiillbaren simplizialen Gitters "*+!y°("*1F). 

ale 
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Dieses simpliziale Gitter **'y°("*(F) vereinigt ein aus den Grundpunkt- 


kernen von X"+! bestehendes, in H"+! faltenloses, normales simpliziales 
Gitter "*!y°("+1F,) und das, des weiteren mit ntly0(9+1F) zu bezeich- 
nende, normale, durchsichtige, im (s—n-+1)-ten Grade stabil topologisch 
anfiillbare simpliziale Gitter *y ("F,). 


Wir wahlen nun m so gross, dass erstens C2 ih oe von 


ee (eo) und pelt Svou obealaa a aie!) stabil tiberdeckt wird, 


zweitens sowohl *+1y° ("+1 Fi) wie *tiy® (+1) im (s—n)-ten Grade 
stabil topologisch anfiillbar sind. Alsdann haben wir in ee rie) 
ein normales, im (s—n)-ten Grade stabil topologisch anfiillbares, 
S (n41H},..., 14144**!) stabil iberdeckendes simpliziales Gitter, das mittels 
passender Verriickung der Grundpunktkerne in ein durchsichtiges, norma- 
les, im (s—n)-ten Grade stabil topologisch anfiillbares, ©(,41H",..-. n+ fd 2 tS) 
stabil iiberdeckendes simpliziales Gitter "*)y("+1F) iibergefiihrt werden 
kann. 

Der vorstehende Uebergang von "y("F) auf "*!y("t'F) erzeugt aus 
einem in keiner weiteren Erklarung bediirftigen Weise herzustellenden 
1y (\F) schliesslich ein ‘y(*F), d-h. eine Triangulation von Rp. 


Mathematics. — Sur un certain systéme de congruences. II. Par 
J. G. VAN DER Corput. 


(Communicated at the meeting of September 30, 1939.) 


§ 3. Démonstration des propositions. 


Passons maintenant a la 
Démonstration de la proposition 1. 
Le nombre de solutions du systéme (1) est égal a la somme 


23 N, (hi) No (hz). ...Nn (Aa); 


étendue aux systémes h—(h,...,h,), formés par n nombres naturels 
h, = p* et vérifiant les congruences 


Za ivi=—= Gis NGdyp*)) (w= Nc. 4m); 4 ys (16) 


Ved 
N, (hy) désigne le nombre de solutions de la congruence 
py (y) == hy (mod. p*). 


I] suffit donc de démontrer que la somme 
S= 2, N, (h,) Np 25) eee alts), 


étendue aux systémes h=(h,,...,h,), formés par n nombres naturels 
h, = p* et vérifiant a la fois les congruences (16) et les inégalités 


Neer Nhs) see Na (ht) eee ee (17) 


est inférieure a c3,p"—™%, ot c3, dépend uniquement de la matrice B 
et du choix des polynémes y,. 

Si l’on barre dans la matrice B les premiéres (s + 2) m—1 colonnes, 
le rang de la matrice restante est =1 par hypothése. Si @,, désigne le plus 
grand nombre naturel =n tel que lag,’°™* colonne posséde un élément au 
moins qui est différent de zéro, on a donc 0, —(s+2)m. Si l’on barre 
dans la matrice B les premiéres (s + 2)(m—1)—1 colonnes, le rang de 
la matrice restante est =2 par hypothése. Par suite il est exclu que 
chaque colonne d'indice =(s + 2)(m—1) soit proportionnelle a la o,,*™* 
colonne. Si @n—1 désigne le plus grand nombre naturel <,, tel que les 
Om@™= et Om—1*™ colonnes forment une matrice de rang 2, on a donc 
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Om-1=(s + 2)(m—1). En continuant ainsi nous trouvons m nombres 


naturels 

Op > Onat a On BVCCN Oy == (8 a2) eee (18) 
(u==1,..., m)nctels que” les colonnes d'indices On, Ont. .-- 101 torment 
un déterminant A #0. Désignons par 0; <<... <6n,—m les nombres 
naturels =n qui ne figurent pas dans le systeme Q1, 02 +++ ++ Qm 


Démontrons maintenant a l'aide de (17) et de (18) l'inégalité 


TING th) LN ee 


Il suffit de considérer le cas oi le membre de droite est aussi petit 
que possible; il suit de (17) gue ce cas se présente si og=a(s 4 2).M 
(u=1,...,m). Dans ce cas on a en vertu de (17) 


No, (hoy) = Nz, (he,) (=res+D, 


1 


par conséquent 


s+-2 


Oy s+1 
TE Nii, ) ele Ga) 


ill ik 


De la méme maniére on trouve pour w—1,...,m—1 
eu+l (u.+ I)(s+1) ‘tS 
N, (hy) = I IN ee (hz,) 
= Onc) vy=u(s+1)+1 


et on a en outre 


Sia 
n n—m nm 
iT NM iy) TD ING ay = bois) 
M= Ort 1 vy=m(st+1)+1 v=m(s+1)+1 $ ‘ 


d’ot suit (19). 
Si hz,,he,,...,hs,_,, sont choisis, le nombre de systémes formés par m 


nombres naturels ho,,..., ho chacun =p% et vérifiant (16), est en vertu 


om 


de A +0 inférieur A un nombre c33, dépendant uniquement de la matrice 
B. Par conséquent 


Qa?) 


S = C33 as (N., (hz,) al Nee (hom) ee 


, 


ou 5 est étendu aux systémes formés par n—m nombres naturels 


O1,+++,On,-m Chacun =p*. La somme S est done au plus égal a c33 
Sie 

See : De 

multiplié par un produit de n—m facteurs de la forme I N%*' (h). 
h=1 
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Chacun de ces facteurs étant <¢,, p* d’aprés le lemme 4, la proposition 
1 est démontrée. 
Passons a la 


Démonstration de la proposition 2. 


Soit V le plus petit commun multiple des nombres Ul Up ean Uae 
nombre N de systémes y= (y;,..., yn), formés par n nombres naturels 
y, = V et vérifiant les m congruences 


n 


= bur Wr (yr) = gr (mod. V) (=i lees yori) 


ve 


est égal au produit - N (p), étendu aux facteurs premiers p de V, ow 
plV 


N (p) est le nombre de solutions du systéme 


2 bu» Wr (yr) = gr (mod. p’ (u=1,...,m), 


v= 


a désignant le plus grand nombre naturel tel que p*% divise V. 
Si l'on applique la proposition 1 et si l'on définit 7 par c; =2”, on 
obtient 


d’oti il suit 


NS (V) Vo, 
Par suite le nombre de systémes y =(y;,..., yn), formés par n nombres 
naturels y, = V et vérifiant le systéme (4) est au plus 77 (V) V" v1 |...0n 


Si A désigne le plus petit entier tel que hh V=X, on a 
hB=14+XVtS2XV" 
en vertu de 
Ve i On 


Le nombre de systémes y formés par n nombres naturels y,—=h V 
est donc au plus 


ON = eV XS ie on 


et la proposition 2 est démontrée. 
Pour la démonstration de la proposition 3 j'ai besoin d'une proposition 
auxiliaire. 


Lemme 5: Supposons que m et n=m soient des nombres naturels, 
bu» des entiers, p un nombre premier, a,,...,%m des entiers =O tels 
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que le plus grand de ces nombres ,..+14m, que je désigne par a, soit 
positif. Supposons en outre que la matrice B, formée par les mn nombres 
b,.», posséde le rang m et que Yr (y) (v=1,...,n) désigne un polynome 


a coefficients entiers et a exposant caractéristique =s, oi s est indé- 
pendant de ». 

Dans ces conditions le nombre de systémes y=(y1,---» Yn), formés 
par n nombres naturels y, = p* et vérifiant le systéme 


S bur Pv (yr) = gu (mod. p*#) ea sonny 5 4 128) 


y= 


a 
nad—r— | ——} 
est inférieur a C34 Pp [=] ou c34 dépend uniquement de la matrice 
B et du choix des polynémes yy, et ou r désigne le nombre des nombres 
positifs figurant dans le systéme (Gaye tn): 


Démonstration: Sans nuire a la généralité nous pouvons supposer 


C07: Gr AORN gater, Celt by; FO 


et 


Chaque solution y de (20) satisfait a 


> by vy Wy (y,) == 91 (mod. p*) 


iii 


et 


Z bu» Wy (yr) =—gzu (mod. p) (ieee ree) 


| 


Si yrti,-++,Yn sont choisis, chacun des nombres y, (i eee ee) 
vérifie en vertu de (21) une certaine congruence linéaire mod. p, de sorte 
que le nombre des valeurs possibles pour chacun des nombres yz, ..., y, est 
inférieur a c35 p*!, oti c35 dépend uniquement de la matrice B. Si y2,...,Yn 
sont choisis, le lemme 4 nous apprend que le nombre des valeurs pos- 


a 


sa3 


a—1— 


sibles de y, est inférieur a cy¢p 


i Le nombre de systémes y 
formés par n nombres naturels y, — p% et vérifiant (20) est donc inférieur a 


ax 


a—l|— 
C16 D [=| : Cm pan? F oD 


et le lemme est démontré. 
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Donnons enfin la 


Démonstration de la proposition 3. 


Soit V le plus petit commun multiple des nombres Uae One oe 
nombre N de systémes y—(y;,... yn), formés par n nombres naturels 
y» = V et vérifiant les congruences 


& Dux Wr (Yo)==gu (mod.v,) (u=1,.7.,m) . . .— (22) 
est égal au produit IJ N(p), étendu aux facteurs premiers de V, ot 
plV 
NN (p) est le nombre des nombres naturels y =p* vérifiant le systéme 
2 bee Wy (yy) == (Off (mod. p*«) (u — il ae aon m); 


v=) 


a, est le plus grand entier =0 tel que p*« divise v,, tandis que a est 
le plus grand des nombres a,...,4m. Par suite a est le plus grand 
nombre naturel tel que p* divise V. D’aprés le lemme précédent on a, 
si l’on remplace c3, par @, 


N(p)=oap bed) 
ou r est le nombre des nombres positifs, figurant dans le systéme 


(a;,...,@m). Sans nuire 4 la généralité nous pouvons supposer w= 1. 


On a 


et 


par conséquent 


De cette maniére on obtient 


jee WP Til Jas op 


M=1 Plea 


(AW 


Si h désigne le plus petit entier tel que h V=X, on a 
hes Ve eaves 


et le nombre des systémes y, formés par n nombres naturel y» =hV 


et vérifiant (22), est donc au plus 
[5] 
m\s+3 


haIN 22 Xe II II wp 


a Ploy, 


La proposition 3 est ainsi démontrée. 


Mathematics. — Sur la discrépance modulo un. (Troisiéme commu- 
nication). Par J. G. VAN DER CoRPUT et Cu. Pisor. 


(Communicated at the meeting of September 30, 1939.) 


Dans cette communication nous allons montrer, comme nous l’avons 
annoncé, que la théorie de la répartition uniforme peut aussi étre basée 
sur la considération de la discrépance. De facon plus précise nous allons 
démontrer avec cette derniére théorie le théoréme suivant, fondamental 
pour la répartition uniforme modulo un. 


Théoréme 3. Une suite A formée par les nombres réels a;,ay,..., av,... 
est répartie uniformément modulo un, lorsqu’il en est ainsi pour la suite 
Bmformee wpar les nombres ay. =a, Ayo — ay, 4.» - Ai ey Ons » cs quel 
que soit le nombre naturel I. 

Rappelons d’ailleurs qu'une suite A formée par les nombres aj, a7,..., ay)... 
est dite répartie uniformément modulo un lorsque l'on a 

lim D (A,)=0 
n—> © 


ot D(A,) est la discrépance du systeme A, formé par les nombres 
Mindione a aw 

On a donc besoin d'une limite supérieure convenable pour D(A,) 
lorsque l’on a a sa disposition certains renseignements sur les discrépances 
des systémes formés par des nombres de la forme a;;,— a,. Une premiére 
idée serait d’appliquer immédiatement les résultats de la premiére com- 
munication qui donne une borne supérieure pour D(A,) lorsque l'on 
connait une borne supérieure de la discrépance du systéme A; formé 
Patwiessn” nombres a,-—a, \ye— 1, 4.71? oO — "1,1... n), En effet ay part 
les n nombres a,—a,, chaque nombre de Aj; peut étre écrit sous la 
forme + (ai4,—a,) ot 7 est un nombre naturel inférieur a n. Cette 
maniére de faire échoue parce que / peut alors croitre indéfiniment avec 
n. C'est la raison pour laquelle nous démontrerons ici un autre théoréme 
qui n’a pas ces inconvénients, a savoir le théoréme suivant: 


Théoréme 4. Soit U un systéme de n nombres réels uy, t,..., Un. 
Pour tout entier 1 avec O=I<n nous désignons par V1 le systéme 
formé par les nombres u141—1y, t142-—Uy,...,U,—tnr—. On a alors 
V'inégalité 


Uf | log o | 
Dis + api log 2 Yo 


1 V4 


ou 


OSS aa 
[+1 I+ 1 

Avant de donner la démonstration du théoréme 4, montrons que ce 
théoréme entraine le théoréme 3. En effet soit / un nombre naturel fixe; 
appliquons le théoréme 4 en prenant U—A,, de sorte que chacune des 


Dee V, 
discrépances D(V,),..., D(V1), donc aussi 2 Dw) 7 a os ) tend 


1 (142) 420W)+ PV), 2 


vers 0 si n augmente indéfiniment. La limite supérieure (lorsque n aug~- 
mente indéfiniment) du nombre @ figurant dans le théoréme 4 ne dépasse 


1° On trouve ainsi pour la limite supérieure de D(A,), 
quand n augmente indéfiniment, une borne supérieure qui dépend de / 
et qui tend vers 0 lorsque / augmente indéfiniment. D(A,) tend donc 


vers 0 si n augmente indéfiniment et le théoréme 3 est démontré. 


donc pas 


Démonstration du théoréme 4. Soit k= 2 un entier et supposons 
d’abord que les n nombres ku,,ku,,...,ku, soient entiers. 

Ecrivons alors l'une sous l'autre 1+ 1 fois la suite U en la décalant 
a chaque fois d’un rang vers la droite, de sorte que l'on obtient le 
tableau suivant 


u, uz oe 0 bhi Uj+1 oe o UF 
u, oo oe THES 1h4 5 6 5 (ee) bh 
uy, uz Sy ee EE SB roy ey Gy 10 
uy, Se Sy Ea A Ss S un 
WoiWowree Vr Wien on «Wek Weems Witt n+1 


Le systéme formé par les nombres écrits au dessus de la barre dans 
la vieme (v= 1,...,n +2) colonne sera appelé W,. Si N, est le nombre 
d'éléments du systéme W, on a donc N,=/1+1 pour v=1,...,n +1. 
Nous désignerons par A, (a,b) pour tout couple d’entiers a et b la 


a b 
valeur de D a Bl relative au systtme W,, c’est a dire 


b—a —a 
} i alae [tare ain, 


est le nombre des éléments up du systéme W, (donc y—l=oe=») 
vérifiant les inégalités 


oe, a b= —_ 
0a —| te le fe —['s], 


L15 


De méme A, (a, b) désignera la quantité analogue relative a la suite 


W,” formée par les N> différences WoO == —| ae, Orv] ae y). 
Enfin A (a, b) désignera la guantité analogue relative a la suite UI et 
A, (a, 6) celle relative a la suite VN ees loot l). 


1°. Démontrons d'abord pour tout couple d'entiers a et b I'inégalité 


Upaay Oi} 


1 i Fy 
Sey At (a8) <n. ee es rte) 
n 
Considérons le systtme W7* obtenu en réunissant les systémes 
Wi eens, Wea cesta dire 
Wea Wr + tee + Wei 


Dans W* toute différence u,+, uy (—l=A=1) figure exactement 
I+ 1—|A| fois, on peut donc aussi écrire 


1 
Ww*= JS (l+1—|A|)V 
aa 
ou (1+ 1—|A|) Vi désigne la réunion de 1+ 1 — |4| systémes V;. En 
vertu de l’égalité (28) du lemme 2 on a par conséquent 


n+l 2 os Z ; 
be JING Pele by 2 ili 4))\ net Al) Aa (a, b)} 
= | — 
car V;, est formé de n+1—|A| éléments. 
En tenant compte de ce que 
lan) p= AV =A pour v==1)5.0, peteyie= mel Silat n+l 
P| eal an lA n- 1 3 | Anla, b= D(V;) 
Omen Ae 1) 
il vient 


Se = oa ay 


vote 
= AUDI abaay =N + "y N?. 
10 
Orton ay Nye 1 si ye 1 1 anieet 
UN <l leclnd =" Dyeeae yl Cb Sl =F ei bee PL 


z 1 c DAA 
2 AF @)/<pq(it5)DWVd+ py 2, DIV) + 2 


Cette inégalité se transforme en l'inégalité (42) en remarquant que 


DI Vial== ID (Vereet ques (V,) 1: 
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2°, Pour tout couple d'entiers a et b on a linégalité 


z 2H 

Ae dI< 2 Ay (a,8)| +7 Re rey, ie) 
n y=I1+1 n 

En effet on peut écrire 


(¢+1)U= W, +... Woe 


L’égalité (28) du lemme 2 donne donc 


(ee yeaa (a bie LNG ae 


‘5 


Eo tenant conmpte,de ce que Ni (=) si eo lee fis wet 
Ny<l-Fi, | 2y.(a, 6) | D(W2)=1 sive. let si v=n-+1,....n +1, 


on obtient 


(l= 1) WW tayb) i) 2s {Te 1) Av (a,b) | + 200+ 1) 
y—I1+1 
et l’inégalité (43) en résulte immédiatement. 

3°. Pour tout couple d'entiers u et v posons 

] n 

d(u,v)=— SJ A, (u,v). 

nm y=14+1 

Quels que soient les entiers r et q on a 
c+k—l u+q 
S'S flu o)}?<aatlo. . . . . (44) 


LF v—u—q 


Liidendité de VINOGRADOW (3) appliquée au systeme W, donne pour 
tout entier b 


Dae (ase 2b) = > (\o(=ataret) 
a=0 


a=0 
ou / est la valeur absolue de la différence entre b et le multiple entier 
= 
de k le plus voisin de b et ot le symbole Z représente 0. En tenant 
0 


a— 


compte de (42) on a 


] n k—1 2 p-1 1 2 r ) 
ae a > SS , b — —— ro \ = 
N v=1+1 a=0 coum. a n ete tanker eared 


D’autre part l'inégalité de Caucuy donne 


boa \e! n 2 = 
Se Av(aat i = 3 
+1 0 


a=0 ( n v=! 


TENS 


cest a dire 
a 
=, \d@a--b)i@=ho; 8. 04 |. (45) 
si b nest pas divisible par k, on peut utiliser le signe d'inégalité. 
Posons alors u=y-+w; comme d(u, v)=—d (v,u) et comme d(v,v-+w) 


est périodique en v avec la période k (car il en est ainsi de A, (u, v)), 
nous avons 


r+k—1 u+q ; q t—-wtk—1 qd k-1 
SP ati, 0) t= = jd(v,v+w)}?= > td (v, v+w)}?, 
aT, v=u—q w——q CSS w—=—q v=0 


En vertu de (45) la derniére expression est inférieure a 


Ee |wlo=q(q-t to 


w——q 


et l'inégalité (44) est démontrée. 


4° On pourra refaire mot pour mot Jes raisonnements contenus dans 
les etapes)3, 4et 5 de la premiere Communication en y remplacant 
partout A par d, D(U,) par o et, dans l'étape 5, D(U) par d(r, s). 
Il y a une légére différence dans la démonstration de la formule analogue 
a (12) qui se fait alors comme suit: Soient h et w des entiers avec 


=wE=h+|s—r| 
alors 


whe | sc | 


Ah, 2) = n= k (Waals 15.2) 


donc 


(n—l) |s—r| | s—r | 
d(h, w) = — ‘ - 
(h, w) : cae i 
et on conclut comme dans la premiére communication. 
On obtient ainsi pour tout couple d’entiers r et s avec 0=|s—r|<k 
l'inégalité 


| log a | 


log 2 aor 


L’inégalité (43) avec ar, b=s donne alors 


S+| 
eM) <7 


7 yf Lege! 


AGI < E+ lde.s (<2 422? pa. 


Cette inégalité démontre le théoréme 4 lorsque les nombres k uj, k wy,.,.,.kup 
sont entiers. 
On passe de Ia au cas d'une suite U quelconque en utilisant I’étape 
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6 de la premiére communication d'une maniére analogue, c'est a dire 
on remplace le systeme U par le systéme formé par les n nombres 
; [ku,] (»—=1,...,n) et on fait augmenter indéfiniment k. Le théoréme 
est ainsi complétement démontré. 

Dans la deuxiéme communication nous avons trouvé par l'étude de 
la discrépance les mémes résultats pour les polyndmes que ceux obtenus 
par la méthode des sommes de WEYL. On pourrait espérer le méme 
phénoméne pour l'étude des fonctions qui sont approximativement des 
polynomes. VAN DER CoRPUT a démontré pour de telles fonctions le 
théoréme suivant ’). 

Soit x un entier =2, désignons par V, f(y) la différence x*™ de la 
fonction f(y), c'est a dire posons 


mw 


V F=fu + (7) fot) + (3) fly +2)... FW) 
Soit n un entier >x et r un nombre réel positif. 
Posons K= 2; et 


Vier f (n—- 1) Vi FQ) 


Ue 


oO — 


Pour toute fonction réelle f(y) pour laquelle on a 


Vify) =r si y=1,.5-. n— 


ona 


= CN 25 Max (lor t) S 4 (eX) (or X he \ 3 (40) 
71 


ou Max \a,b,c} désigne la plus grande des trois quantités a, b et c. 

Comme nous le montrerons, ce théoréme permet de trouver une borne 
supérieure pour la discrépance D(U) du systéme U formé par les 
nombres: {(1),..., f(n), a savoir 


eee 2 } 


A+ ( X*) + (or X) Flog ee 


Dit <C}e*a 


ot. C dépend uniquement de x. 

Nous avons essayé d’obtenir aussi ce résultat par une étude directe 
de la discrépance. On obtient une inégalité analogue mais avec des 
exposants plus mauvais. 

Il semble d’aprés les résultats obtenus que, en dehors du fait que les 


7) VAN DER CorpuT, Sur la méthode de WEYL dans la théorie des nombres. These 
Proceedings 40 (1937) 668—675, 756—763, 836—846 voir jay teal. 
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démonstrations par la discrépance sont purement arithmétiques, la méthode 
des sommes de WEYL est a préférer. 
Pour démontrer l’inégalité (47) nous utiliserons le lemme suivant: 


Lemme 8. Soit U un systéme de n nombres réels ie ee 
Pour tout nombre naturel m posons 


| jp 
So; = aS > e2timu, 


n =| 


On a alors pour tout nombre réel 6 l'inégalité 


IBY (ee )Min (se ee s.| 


ou Min (a, b) désigne le plus petit des deux nombres a et b. 
Démonstration. Soient a et 6 deux nombres réels donnés avec 
0O=fp—accl. 
Supposons d’abord 
B—at26=1. 
Soit v=w(u) la fonction continue en u de période 1 définie de la 
maniere suivante: 


oie A B 
Dans I'intervalle (“ +P—-1 a+f+1 


2 : 2 
graphique de la fonction v =y (u) est une ligne polygonale ayant pour 
sommets les points 


) de longueur 1 la représentation 


sepa! C08 u—a—d,v=0; i= VD = Ns 


Z, a 


B 1 
THOR eee Ns i=ap —- 0, 0 =0e 0. 


En vertu de la périodicité, la fonction y(u) est donc définie pour 
toute valeur de u et elle admet un développement en série de FOURIER 


AY) git = me a Wea) 


ou Wo est un nombre réel et y,, et y, deux nombres complexes conjugués. 
Wm est donné par la formule 


+A+1 
2 
ee ea Wt) da: 


a+ 6-1 
2 


Proc. Kon, Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam. Vol. XLII. 1939. 48 
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Une intégration par parties donne 


a+ P+ 


1 | ena! (u) ei = 


Ate 


1 : —2aimu aes ‘ —2aimu 
Paik du fe a 


a—d 


On a donc pour m=1 


D’autre part, en effectuant l’intégration,.ce qui est immédiat, on 


obtient aussi 
a 4 1 
| Ym | = Sant m? ~ 26 me? 


et par suite 


: i 1 
| Ym | <4 Min & Talk 
Enfin 
Yo = P—a-+ 6. 


Or le nombre N(a,f) d’éléments u, du systéme U compris entre a 
et / modulo un, c'est a dire de maniére précise vérifiant 


0a eee 


satisfait a l'inégalité 


Il en résulte que 


Dia (0 eee) 


nN yv=1 


e2) ; — ) 
= (Wn e2timu, + Wm ale 


TPA 


n ] n 
car la quantité es + e?7imy est imaginaire conjugué de— Y e27imy et 
vl 


son module est donc aussi S,,. 
L'inégalité précédente est évidente quand 
Sats 
car D(a, B) est alors =206, 
La considération de la fonction périodique (u) continue en u de 


période 1 définie dans I'intervalle E a apa 1 


; D ) de maniére ana- 


v=) 


logue a yw (u), si 


b—a—26=0, 
par la ligne polygénale de sommets 
oe ye Ve Oe Une 0 U== G0 , ¢= 1; 
t= |p 0. 0 == 1 ese DG a) WE = 
donne par la méme méthode I|'inégalité 
D(a, 8) > —26— ES min eet st. oko nag) 
m=1/ fie Om: J 


Cette inégalité est aussi valable si 
ee 8. 


Le lemme 8 résulte immédiatement des inégalités (48) et (49). 
Démonstration de l'inégalité (47). Prenons pour systéme U le systéme 
f(1),...,f(n). Pour tout nombre naturel m, l'inégalité (46) appliquée 


avec mf(y) au lieu de f(y), donc avec mr au lieu de r et avec mo 
au lieu de e, donne 


) 
Ge 


n \ eee . z ee ae 
ese DS e2tm09) <5 Mast mB (0-29) Kes eee AE kes) nO ere ee 
| vet 
On a donc en vertu du lemme 8 pour tout nombre positif 6=4 
it 
rs mk mk 
D(U)< 20425 ety KF) ZT 3 Te 
ae ee | 
+ 25 (r X”) K Dy  aeieyD 
rial te 
m 
1 =e J u / 
lO ts) om = m2 
m5 ee \ 


hag 


cest a dire 


el eee oe: pees 17 


D(U) 226 C6 2) oe a ae ee log 520) 


ot. C’ dépend uniquement de ~. 
Nous pouvons choisir 


b= (on tn Nee, glen cae Ly 


en effet si o-2r=2*", l'inégalité (47) est évidente, car le membre de 
gauche est alors supérieur a $C. 


D’autre part 


i 2 a pee Ae 

log 7 =K-] log (0 )=R-1 log ; 

car 0=r en vertu des définitions de @ et de r. En substituant la valeur 
(51) de 6 dans l’inégalité (50) on obtient l’inégalité (47). 


Medicine. Ueber die isolierte Reizung der einzelnen Bogengange bei 
einseitig labyrinthlosen Menschen. Von A. DE KLEYN und C. 
VERSTEEGH. 


(Communicated at the meeting of September 30, 1939.) 


Ob eine isolierte Reizung der einzelnen Bogengange bei Menschen, die 
im Besitze beider Labyrinthe sind, méglich ist, scheint uns sehr fraglich. 
Dass dieses bei der galvanischen Reizung, wobei auch der Stamm des 
Octavus gereizt wird, unmdéglich ist, braucht nich naher betont zu werden. 

Bei der Untersuchung auf der Drehscheibe werden ebenfalls immer, 
auch wenn man den Kopf in verschiedene Stellungen im Raume fixiert, 
mehrere Bogengange zu gleicher Zeit gereizt. Bei der calorischen Reizung 
sprechen verschiedene klinische und experimentelle Befunde dafiir, dass, 
wiewohl beim Entstehen des calorischen Nystagmus die Abkiithlung und 
die Erwarmung der horizontalen Bogengange die entscheidene Rolle spie- 
len, auch den verticalen Bogengangen eine, wenn auch geringere Rolle zu- 
erkannt werden muss. Eine wirklich isolierte Reizung der einzelnen drei 
Bogengange ist dadurch auch mittels calorische Reizung kaum zu erreichen, 
Ganz anders verhalt sich die Sache, wenn man mit Patienten zu tun hat 
bei denen ein Labyrinth ausgeschaltet ist. 

Natiirlich lassen uns auch in diesen Fallen die galvanischen und calori- 
schen Priifungen im Stich. Mit Hilfe einer Drehscheibe ware es aber sehr 
gut mdglich, die einzelnen Bogengange ungefahr isoliert zu reizen, indem 
man den Kopf der Patienten wahrend der Drehung in verschiedene Stel- 
lungen im Raume fixiert und zwar so, dass jedesmal eine Bogengangsebene 
senkrecht zur Drehungsachse gebracht wird, wahrend die Ebenen der 
zwei anderen Bogengange mit einer der Ebenen der Drehungsachse 
zusammen fallen. Fiir die Erzeugung einer Endolymphbewegung, d.h. fiir 
die Reizung des Sinnesepithels in den Bogengangen liegen dann die 
Verhaltnisse fiir denjenigen Bogengang, dessen Ebene senkrecht zur 
Drehungsachse steht, optimal giinstig; optimal ungiinstig dagegen fiir die 
beiden andren Bogengange, deren Ebenen mit einer der Ebenen der 
Drehungsachse zusammenfallen. 

Eine isolierte Reizung1) des horizontalen Bogenganges stésst auf die 
geringsten Schwierigkeiten und wird auch schon langst klinisch durch- 
gefihrt. 

Dafiir werden die Umdrehungen in der Weise vorgenommen, dass der 
Patient mit ungefahr 30° nach vorn iibergeneigtem Kopf auf der Dreh- 


1) Wenn von einer isolierter Reizung gesprochen wird, muss dieses natiirlich immer 
cum grano salis aufgefasst werden, schon darum weil die Stellung der Bogengange zu 
einander individuell ziemlich stark variiert. S. z.B. SCHONEMANN, A neue Denkschriften 
der allgem. Schweiz. Gesellsch. f. d. ges. Naturwissensch. 40, 1906. PEET, E. W. Journ. 
or Leia 4, (COLO 5, WWE, Zell: 
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scheibe, bzw. dem Drehstuhl sitzt. Bei dieser Stellung wird der horizontale 
Bogengang maximal, die beiden vertikalen Bogengange nicht oder nur 
minimal gereizt. 

Auf diese Weise konnte z.B. RUTTIN 1) zeigen, dass nach Verlust, sagen 
wir des rechten Labyrinthes, im Anfang der horizontale Nachnystagmus 
nach Rechtsdrehung viel starker ist als nach Linksdrehung dass jedoch 
nach einiger Zeit eine mehr oder weniger vollstandige Kompensation auf- 
treten kann und demgemass der Unterschied beim Nachnystagmus nach 
Rechts- und Linksdrehung verschwindet. 

Viel schwieriger wird die Aufgabe, wenn man versucht bei einem 
Patienten, der sich auf der Drehscheibe oder dem Drehstuhl befindet, die 
einzelen vertikalen Bogeng&ange isoliert zu reizen. Will man z.B. bei einem 
rechtseitig labyrinthlosen Patienten den vorderen vertikalen Bogengang 
isoliert reizen so ist es notwendig den Kopf + 60° hintentiber zu beugen 
und zu gleicher Zeit + 45° nach der linken Seitenlage zu drehen, um 
sowohl den horizontalen wie den hinteren vertikalen Bogengang in eine 
der Ebenen der Drehungsachse zu bringen; die Ebene des vorderen verti- 
kalen Bogenganges befindet sich dann senkrecht zur Drehungsachse. 

Auf diese Weise gelingt es eine maximale Reizung des linken vorderen 
vertikalen Bogenganges und eine minimale Reizung der beiden anderen 
linken Bogengange hervorzurufen. Umgekehrt muss man, um eine isolierte 
Reizung des linken hinteren vertikalen Bogenganges vor zu nehmen, den 
Patienten mit + 60° nach hinten iiber geneigtem und + 45° nach der 
rechten Seitenlage gedrehtem Kopf umdrehen. 

Es ist aber deutlich, dass ohne besondere Fixierung eine derartige 
Stellung von keinem Patienten wahrend der Umdrehungen festgehalten 
werden kann. Um eine derartige Fixierung zu erméglichen ohne die 
Patienten zu arg zu belastigen, wurde darum auf die folgende Weise 
vorgegangen: 

Fir die Bestimmung der compensatorischen Augenstellungen bei Kanin- 
chen wurde seinerzeit ein Brett konstruiert2) auf welchem es méglich 
war den Kopf des Tieres in jede erforderliche Stellung im Raume zu 
bringen. Das Brett (s. Abb. 1) p.q.r.s. wurde derartig in einen Holzrahmen 
P.Q.R.S. gefasst, dass es um die Achse t.u. gedreht werden konnte, 
wahrend der Rahmen P.Q.R.A. derartig in einen zweiten Rahmen A.B.C.D, 
befestigt war, dass P.Q.R.S. und p.q.r.s. zusammen um die Achse v.w. 
gedreht werden konnten. Sowohl am Rahmen P.Q.R.S. wie am Rahmen 
A.B.C.D. war ein Gradbogen angebracht, sodass man die Grésse der 
Drehung um beide Achsen sofort ablesen konnte. Wenn nun das Tier in 
Bauchlage mit einer Czermakschen Kopfklemme auf dem Brett fixiert war, 
gab Drehung um die Achse v.w. eine Drehung des Tieres um die bitem- 
porale Achse, wahrend Drehung um die Achse t.u. eine Drehung des 
Tieres um die okzipito-kaudale Achse gab. Drehte man des Brett D.qates: 


1) RurtTIN, E. Verh. der D. otol. Ges. 1914, 93. 
2) v. D. HOEVE, J. und DE KLEYN, A., Pfliigers Archiv. 169, 1917, 241. 
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erst 90° um die Achse t.u. sodass das Tier in Seitenlage versetzt wurde 
und fixierte man das Brett in dieser Stellung, so konnte man danach durch 


A ie ae 


'D 


{ 

| 
w 
Abb. 1. 


Drehung um die Achse v.w., das Tier selbst um seine dorso-ventrale 
Achse drehen. Durch die Kombination von Drehungen um die Achsen t.u. 
und v.w. war es méglich das Tier in jede orforderliche Stellung im Raume 
zu bringen. 

Auch die Lagetische von Voss!) und GRAHE 2) fiir Lagepriifungen 
beim Menschen, beruhen auf demselben Prinzip. 

Solch ein drehbares Brett (s. Abb. 2), haben wir nun auf unsere electri- 
sche Drehscheibe anbringen lassen. Der Rumpf und die Fiisse der sich 
in Riickenlage befindenden Patienten werden mittels ledernen Riemen 
auf dem Brett genau fixiert, wahrend besonders auf eine genaue Fixierung 
des Kopfes, welche fiir diese Versuche absolut notwendig ist, streng ge- 
achtet werden muss. Nach Fixation des Patienten wird der Kopf, resp. 
das Labyrinth durch Drehung des Brettes um die verschiedenen Achsen 
in die obengenannte, fiir die isolierte Reizung eines Bogenganges erforder- 
liche Stellung gebracht und danach unter Beniitzung der Leuchtbrille von 
FRENZEL der Nachnystagmus nach Rechts- und nach Linksdrehung be- 
stimmt. Um die Zentrifugalkraft aus zu schalten ist es eigentlich notwendig 
dass wahrend der Drehung der Kopf resp. das Labyrinth sich so nahe 
wie nur méglich bei der Drehungsachse befinden. Aus technischen Griinden 
war dieses jedoch bei unserer obengenannten Aufstellung in der Utrechter 
Klinik nicht durchfithrbar. Um diesen stérenden Faktor soviel wie mdglich 
1) Voss, O., Zeitschr. f. Hals-Nasen- und Ohrenheilk. 7, 1924, 378. 
2) GRAHE, K., Zeitschr. f. Hals-Nasen- und Ohrenheilk. 12, 1925, 640. 
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auszuschalten, haben wir darum die Versuche mit nur kleiner Drehge- 


schwindigkeit ausgefiihrt. 


Abb. 2. 


In unsrer neuen Klinik in Amsterdam wird es aber hoffentlich in abseh- 
barer Zeit méglich sein, bei diesen Versuchen die Drehung des Kopfes 
so auszufiihren, dass dabei der Einfluss der Zentrifugalkraft ausgeschaltet 
wird. Darum verzichten wir auf die Mitteilung der bis jetzt erreichten 
Resultate und hoffen spater die Befunde mit der besseren Methodik 
ausfihrlicher mitzuteilen. 

Die Fragen welche uns besonders interessieren sind u.A. die folgenden: 

1. Gilt auch fiir Menschen die von EWALD experimentell gefundene 
Tatsache, dass im horizontalen Bogengange die ampullopetale Strémung, 
in den vertikalen Bogengangen dagegen die Ampullofugale Strémung, den 
starksten Reiz darstellt? Um diese Frage zu lésen ware es notwendig 
Patienten kurz nach Verlust eines Labyrinthes zu untersuchen. Es ist 
namlich die Frage ob auch bei ampullofugalen und ampullopetalen Stré- 
mungen in den vertikalen Bogengangen nach einiger Zeit eine ahnliche 
Kompensation auftritt wie sie RUTTIN bei Menschen fiir den horizontalen 
Bogengang hat feststellen kénnen. 

2. Welche ist die genaue Form und Richtung des Nystagmus bei der 
isolierten Reizung nicht nur des horizontalen, sondern auch des vorderen 
und des hinteren vertikalen Bogenganges? 


Auf diese Fragen hoffen wir, wie oben gesagt in einer spateren 
Mitteilung naher ein zu gehen. 


Psychology. — Facial dimensions, age and intellect. By Prof. E. D. 
WIERSMA. 


(Communicated at the meeting of September 30, 9895) 


By accurate measurements of the body and its various parts it has been 
demonstrated that differences in intellectual power, in temperamental and 
character qualities are accompanied by special characteristics in the bodily 
build. These characteristics are not restricted to the form of the face and 
the skull hat are also met with in the build of the whole body and of all 
its parts. This is not surprising since it became apparent that there is such 
a close correlation between the form of the body and all its parts and 
between the forms of the separate parts that with probability from a larger 
length or breadth of one part of the body we may conclude to the existence 
of a similar build of the whole body and all its parts 1). Concerning the 
nature of the psychical functions accompanied by differences in breadth 
or length opinions differ. I refer to the article cited above, where various 
views have been discussed in detail. 

The far-reaching conclusions drawn by Gall in the last century with 
shape of the skull are nowadays no longer accepted, although some authors, 
as e.g. W. BOHLE 2) and G. VENZMER 8), still attach great value to these 
views. 

The appearance of a person's face is of great value in judging his 
psychical qualities. This applies not only to the varying expressions but 
also to the permanent anatomical build. 

On the face we distinguish several longitudinal dimensions. The length 
of the upper part or the height of the forehead is determined by measuring 
the distance from the hair-line to the glabella, of the central part or the 
upper jaw by the distance from the glabella to the mouth, of the lower 
part or the lower jaw by the distance from the mouth to the lower edge of 
the chin. By addition of these three dimensions we obtain the length of 
the whole face. The mutual relation of these distances is highly different 
individualy. The question presents itself whether these differences are of 
importance in judging a person’s psychical qualities. 

I have taken the above-mentioned measurements of a large number of 
persons. Cases where the hair-line could not be clearly distinguished, 
where the beard of other impediments hampered the measuring, were not 


1) Bodily Build, physiological and psychological functions. Verhandeling der Kon. 
Akademie v. Wetenschappen XXX, No. 2. 

2) WILHELM BOHLE, Die Kérperform als Spiegel der Seele (1929). 

3) GERARD VENZMER, Dein Kopf — dein Charakter (1934). 
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included in this investigation. Since I intended to determine the mutual 
relation of longitudinal dimensions of special parts of the face, I studied 
in addition to the dimensions of living persons also those of clear photos. 

These percentages are unequal under different conditions, such as age 
and intellectual gifts. These unequalities become manifest by calculating 
which percentage of the whole length of the face is occupied by the height 
of the forehead, the length of the upper and of the lower jaw and by 
determining the relations of the length of the forehead, the length of the 
lower jaw to the length of the upper jaw and of the sum of the lengths 
of the upper and lower jaw to the height of the forehead. 


Influence of the age. 


I have taken a large number of measurements of children below the 
age of one year (so of infants), between one and two years old, between 
two and five, between five and twelve, between twelve and the adult 
age, and of adults. 


Height 


Deng | Length Length Length Length 
forehead | upper jaw | lowerjaw| jaw system upperjaw| forehead 
Age Number | in 9/) of |in 9 of|in 9%) of] in 9 of 
length of |length of|length of| length of height ; length 
the face | the face | the face | the face | forehead | jaw system 
Oi w 52 aval Si i3 AN DOO 292 0.69 
Ws 40 BM 0G Bead Amal 6225 1.02 0.59 
25) Vi 56 36.1 40.9 72330) 63.9 1.10 0.56 
52a 55) 53n0 40.6 26.3 66.9 23 0.49 
12-adult y 75 29.7 46.2 Daw, 70.4 15 ORAZ 
adult 111 29.7 446) 7 8} oO 1.67 0.41 


From this table it appears that the height of the forehead in proportion 
to the length of the face is largest in the first year of life and gradually 
decreases, that on the other hand the lengths of the upper and lower jaw 
increase in size. The longitudinal dimensions of upper and lower jaw 
each separately do not always increase in size with increasing age, but 
this appears to be the case with the longitudinal dimensions of the whole 
jaw system (length upper jaw + length lower jaw). Likewise, according 
to the table, with increasing age the length of the upper jaw in proportion 
to the height of the forehead increases regularly, whereas the proportion 
of the length of the forehead to the jaw system grows gradually smaller. 


Influence of intellectual gifts. 


Measurements were taken of 207 intellectually poorly gifted, among 
whom 127 feeble-minded and 80 inbeciles were found. These measu- 
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rements were compared with those of normal persons. The ages of the 
intellectually ungifted varied between five years and the adult age. Their 


dimensions consequently have to be compared with those of children of 
that age. 


- — ean — a — 
Nieves | pera pegs Length Length Height 
forehead!) uppenjiaw lower jaw | jaw system upper jawil forehead 
Number | in 2/p of jin %%  of|in % of] in pg of | | - 
length of |length of| length of| length of | height length 


ls 
| the face | the face | the face | the face | forehead jawsystem 


a a ee 


Five years to 130 31S BB 5) 9) 68 .6 1.39 O66 
adult age | 
Feeble-minded) 207 28.6 48.0 233 N33 1.68 0.40 


and imbeciles 


The height of the forehead of the intellectually ungifted is smaller, the 
lengths of the upper jaw and the whole jaw system are greater, of the 
lower jaw somewhat smaller than normal. The proportions of the height 
of the forehead and the length of the lower jaw to the length of the upper 
jaw point to a greater development of the upper jaw, the proportion of 
the length of the whole jaw system to the height of the forehead to a 
slighter development of the height of the forehead. 

By the side of this the dimensions of intellectually gifted were compared 
with those of normal adults. For the intellectually gifted I measured por- 
traits of mathematicians, of geniuses, of philologists from all civilized coun- 
tries of Europe, of the members of the Royal Netherlands Academy of 
Sciences, of the rectores magnifici of Groningen University. The portraits 
of the mathematicians were found in Acta Mathematica, Table générale des 
tomes 1—35 (1882—1912) Uppsala 1913, of the geniuses in Geniale Men- 


Percentages of the facial lengths Proportion of 


Length Length | Height 
upper jaw | forehead 
to height | to jaw 
system | forehead | system 


Number of persons Height Length | Length 
jaw 
forehead | upper jaw | lower jaw 


191 Mathematicians | 33.3 | 42.1 | 24.5 | 66.6 | 1.26 | 0.50 
60 Geniuses 36.0 5D 20.8 64.0 1EZ0 0.56 
59 Philologists 35}, 1 3453) 25.6 66.9 | Es 0.49 
321 Members of the 

Academy Byte 5) 4al ff Dont, Goes Ail 0.53 
44 Rectores Magnifici B3n0) SB tk 22.6 67.0 Lo gee 0.50 


111 Adults DD) ff ON, 2AGS 71.0  SY/ ORad 
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schen by E. KRETSCHMER 1931, of the philologists in Illustrierte Litteratur- 
geschichte der vornehmsten Kulturvélker, Boele van Hensbroek, of the 
members of the Royal Academy of Sciences in its collection of portraits, 
of the Rectores Magnifici in the students’ almanacs of recent years. 
From this table it appears that with the gifted the forehead is higher, the 
upper jaw not so long, that the whole jaw system is less developed than 
with the adults. Similarly the proportions of upper jaw to the forehead and 
of the forehead to the whole jaw system point to a stronger development of 
the forehead and a slighter development of the jaw system with the gifted. 
The results of the somato-psychological inquiry 1) also point to a greater 
intellectual power in persons with a high forehead, to a lower one in 
persons with a low forehead. Concerning the 415 biograms it was stated 
that of 245 persons = 59.0 % the forehead was called high. of 59 persons 
= 14.2% low, 111 cases = 26.7 % being doubtful. The-distinction in 
intellectual power was judged in the first place by the differences men- 
tioned by the reporters with regard to mental grasp (easily understand 
something new, quickly see the point), good sense (accurate knowledge 
of what one has read, capacity to explain something clearly) and level- 
mindedness (judging on loose grounds, repeated contradictions) and in 
the second place by the distinction observed with respect to broad-min-~- 
dedness (free from prejudices of class or circle, not clinging to trifles and 
conventions) and narrow-mindedness (attached to conventions, fussy). 


High | <a, 

foreheads foreheads cases y 
Intelligent 74.3% 59.3% 68.5 9/p 67.4% 
Sensible 60.6 2/o 50.9 9% 50.4% 59.9 9/, 
Level-minded 3.6 %7p 18.69% 9.9 9/9 14.0% 
Broad-minded 79.2% 76.3% 79.22% 78.2 %%o 
Narrow-minded 8.6% 11.8% 6.3 %7/p } 9.1% 


In intelligence, good sense and broad-mindedness the persons with high 
foreheads are above the persons with low foreheads, in level-mindedness 
and narrowness on the other hand below them. 


1) E. D. WieERSMA, Capita psychopathologica 1931, pp. 87 ff. 
Lectures on Psychiatry 1932, pp. 78 ff. 


Botany. — Analysis and Integration of various auxin effects. II. By F. W. 
WENT. (California Institute of Technology.) 


(Communicated at the meeting of September 30, 1939.) 
9. The molar activity of different substances in the growth reaction. 


The arguments in favor of the theory that auxin takes part in a specific 
chemical reaction which leads to growth (THIMANN 1935, WENT 1936, 
WENT and THIMANN 1937, KOEPFLI, THIMANN and WENT 1938, D. 
BONNER 1938) have either not been understood, or overlooked in discus- 
sions on the mode of action of growth promoting substances, as certain 
publications show (Hircucock and ZIMMERMAN 1938), For this reason 
they may be stated again with the help of a figure (fig. 1). 

If a substance is able to take part in a given reaction, it will do so only 
if and when it comes in contact with the other components of that reaction. 
This seems an obvious statement, but its importance in biological reactions 
was not realized before THIMANN in 1935 indicated that a substance such 
as coumaryl acetic acid, may be a perfectly good growth promoting sub- 
stance, but still fail to produce growth activity in the Avena test because 
it is hardly transportable. Therefore after diffusion out of the agar block 
it does not reach the cells which are growing and consequently the Avena 
test is negative. Recently WENT and WHITE (1939) have measured the 
transport rates of a number of substances active in the Avena test, and 
found that there is a very close parallelism between their transport rate and 
growth activity, as measured in the Avena test. This fully substantiates 
THIMANN's hypothesis, that the apparent growth activity of a substance in 
the Avena test is a function of its transportability. 

Transportability is of course only one of the properties which affect the 
quantitative side of the physiological response to growth substances. 
Permeability of the cells, destruction of the substance before it reaches the 
reactive system, rate of the growth reaction, rate of movement of the 
substance inside the cell all will affect its activity. If growth promoting 
substances are tested by means of the Avena test, then a very wide range 
of specific molar activity is found, as represented with crosses in fig. 1. 
There are hardly any two substances which have the same activity. The 
extremes lie still further apart than the figure indicates, since some sub- 
stances have activities well below 0.1 % of indole acetic acid. These data 
on activity in the Avena test do not give, of course, the slightest indication 
of a distinct chemical reaction, leading towards growth in which these 
substances are involved. Still the stoichiometric relationship between 
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growth and the concentration of a given growth promoting substance, 
indicate such a chemical growth reaction. 

When these growth substances are applied by submerging short (5 mm) 
sections of Avena coleoptiles in the solutions, then the molar activities of 
the substances do not lie as far apart as in the Avena test, and for a few 
substances the activities are practically the same (solid dots in fig. 1) 
Various authors pointed out that in the pea test a much more uniform molar 
activity of different substances is found. This is shown graphically with 
the circles in fig. 1. A number of substances show a molar activity of 100 % 
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Fig. 1. Relative activities (abscissa) of various growth promoting substances. 
Activity of indole acetic is always taken as 100. 

Activity in standard Avena test. 

® P when tested on Avena coleoptile sections. 

O * in standard pea test. 

i) ” in pea test when peas have been pre-treated for 2 hours with 
y phenyl butyric acid 100 mg/l. (activity in growth reaction 
proper). 

+5 ie in pretreated peas, but corrected for undissociated free acid 
molecules. 


compared with indole acetic acid. Other substances are slightly less (indole 
propionic, indole valeric acid) or somewhat more active (naphthalene acetic 
acid in a few experiments). But a number of others are quite far below the 
100 % activity (cis-cinnamic acid and a number of other acids with the 
benzole nucleus). In section 3 we have already seen that the pea test 
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reaction is a complex of at least 2 reactions, of which the second or growth 
reaction proper requires a very low auxin concentration. Therefore in 
general the pea test curvatures are limited by the preparatory activity of 
the growth promoting substances. To measure the molar activities of 
substances in the growth reaction proper, D. BONNER (1938) pretreated 
split stems of peas with y phenyl butyric acid, so that the preparatory 
reaction was completed before the peas were placed in the different sub- 
stances to be compared for growth activity. Of course, lower concentrations 
of the auxins were effective. As will be seen from the squares in fig. 1 the 
relative molar activity clearly increased for those substances which were 
less active than indole acetic acid while the relative activity of the others 
remained the same. Thus by narrowing down the test to one single reaction, 
a remarkably close 1:1 ratio for molar activity was found for most sub- 
stances. Are the exceptions still subject to further explanation? Two other 
factors influencing activity may be considered as bearing on this question. 
One is the acid strength of the growth promoting substance, 

BONNER (1934) had shown that only the undissociated auxin molecules 
were able to induce growth. This was confirmed by THIMANN (1935); 
D. BONNER (1938) and vAN SANTEN (1938). Therefore the pH of the cell 
sap in the same concentration a stronger acid (lower pK) will be more 
dissociated, i.e. less active, than a weaker growth promoting acid of higher 
pK. Now all the indole acids reproduced in fig. 1 have approximately the 
same pK (4.8, see ALBAUM and KalsER 1937), and the pK of auxin a is 
of the same order of magnitude (VAN SANTEN’s (1938) statement, that the 
pK of auxin a is significantly different from that of indole acetic acid does 
not find any support in the literature, since the only published determina- 
tion of the pK of auxin a is only a rough approximation and close enough 
to 4.8 to consider it the same as that of indole acetic acid). But phenyl 
acetic acid (pK 4.2) and ciscinnamic acid (pK 3.8) are decidedly stronger 
so that considerably fewer molecules at the same molarity will be available 
for growth. D. BONNER (1938) also made this correction, which is shown 
in the + signs of fig. 1. This leaves only phenyl acetic acid and other 
phenyl compounds of a lower molar activity than indole acetic acid. 

Without further quantitative data it can be said that the rate of the 
growth reaction is much slower with phenyl acetic acid than with sub- 
stances with the indole nucleus. This can be seen by watching the progress 
of the pea test curvatures, which start rather soon in indole acetic acid, and 
are completed in about 6 hours, but which start some hours later with 
phenyl compounds, and correspondingly continue much longer. Since we 
know that the sensitivity of the pea test decreases from 4 hours on after 
splitting, phenyl compounds will seem to have a lower molar growth 
activity, since they react after a considerable part of the sensitivity of the 
test plants has been lost. As soon as quantitative data on the rate of the 
growth reaction are available, this correction, which tends to bring the 
molar activity of phenyl acetic acid up, will be made. 
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If we review the evidence discussed in this section, and consider fig. 1 
again, then the conclusion is inevitable, that if corrections are made for 
secondary properties or reactions which influence the quantitative response, 
all active substances have the same molar activity in the growth reaction 
proper. Or in other words, one molecule of indole acetic acid combines in 
the same way as a molecule of e.g. cis-cinnamic acid with the substrate to 
give a definite amount of growth. For this phenomenon not a stimulation, 
but a chemical reaction gives the proper mental picture. 

Only if after an intensive study, in which all primary and secondary 
factors contributing to physiological activity have been studied and 
evaluated, still a major discrepancy between the molar activities of various 
substances exists, the conclusion that no stroichiometrical relationship 
between applied substance and reaction can be drawn, although it is still 
not binding. Concerning such a stoichiometrical relationship, the statement 
that ‘activity in green tissues indicates no such relationship, since at the 
minimum active concentrations we have found great differences in the 
molar equivalents of different substances’ (HircHcock and ZIMMERMAN 
1938 p. 473) has of course no bearing on our problem, since not even an 
elementary attempt has been made to eliminate complicating factors 
affecting activity. 

From the data in this section it becomes not only clear, why the activities 
of various substances may greatly differ in one and the same test object, 
but also why in different objects the same substances may have either a 
high or a low activity. For in different plants either the growth reaction, 
or the preparatory reaction, or the penetration, or the dissociation, or the 
destruction or the transport or any number of other factors may be limiting 
the growth response. 


10. General consideration of growth and differentiation. 


Since for no other group of developmental processes in organisms an 
equally detailed analysis has been carried out, a few more general remarks 
may conclude this paper. Some of the following points have been discussed 
already by WENT and THIMANN (1937) in their concluding chapter, but a 
few points seem worth restating. 

The biological system which is best understood is respiration. But as 
we now know, this is a straight forward chemical process, of which the 
initial, intermediary and end products are chemically definable, and of 
which many reaction-systems can be built up outside the cell. In growth 
and development the endproducts of the biological system are not definable 
in chemical terms as yet. Also this system is more closely associated with 
the living cell, so that at present we seem to be very far removed from 
having part of the growth reactions take place in test tubes. But the same 
thing could be said of respiration 50 years ago. Still plant growth and root 
formation seem to belong to the least evasive amongst developmental 
processes of living organisms, Each one of the following points may have 
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been analyzed to some extent for other processes, but the combination of 
all recent advances in the field of auxin action may offer clues for the 
solution of other developmental problems so that an enumeration seems 
worth while. 

1. Through the development of different test methods first the chemical 
nature of the growth substance was established. 

2. By elimination of non-essentials affecting activity it was concluded 
that the auxins take part in a definite chemical reaction leading to growth. 

3. Therefore a logical basis was created for an analysis of the relation 
between chemical structure and growth activity. It was found that growth 
activity is due to only a small portion of the active molecule. The complexity 
of the latter is probably connected with other functions it performs in the 
organism (see point 6), 

4. The interlocking actions of auxin and a number of other growth 
factors such as sugars, biotin and calines was established. 

5. It has been shown that a whole chain of reactions, in which the other 
growth factors mentioned in 4 take a part, lies between the first auxin 
action and its ultimate effect on the physical and physiological properties 
of the cell. 

6. As discussed above auxin takes part in at least two of the earlier 
reactions in this chain: it is a component of the growth reaction proper and 
at the same time conditions the cells to respond. 

7, In many cases the auxin concentration inside the plant is not 
sufficient for a given response, as e.g. rooting. If, however, its concentration 
is high enough to induce the root forming reaction proper, such a plant 
will root when treated with either auxins or hemi-auxins, If this possibility 
is not borne in mind, the specificity of the growth or root forming reactions 
may seem almost lacking. 

8. The polarity of morphogenetic processes such as root formation or 
bud growth is connected with the polar transport of auxin, which polarity 
is, according to WENT and WuiTE (1939), far more pronounced than 
generally concluded from experiments, in which leakage occurs. The 
polarity also accounts for the fact that the auxin may be present every- 
where in the plant, but still it becomes effective only at the points pre- 
determined through the polar structure of the organism. 

9. The anatomical investigations have also adduced evidence, that the 
action of the auxins is complex and has to be broken down into a number 
of simpler effects before a general picture can be obtained. 

When these and similar points are kept in mind, the great variety of 
factors inducing e.g. root formation becomes less puzzling. For now we 
know that such a physiological phenomenon is the result of a whole chain 
of interacting factors and reactions, which means that influencing almost 
any one of these factors will affect the final result. Thus the following 
treatments have been reported to lead to, or increase, root formation on 


stems: 


Proc, Kon, Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, Vol. XLII, 1939. 49 
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1. Incision of stems. Results in initiation of root primordia just above 
incision, due to downward transport and accumulation of root forming 
factors. 

2. Bending a stem downwards. Roots form along the lower side, due 
to lateral transport of auxin towards lower side. 

3. Tightly wrapping a brass wire around a growing branch. This will 
automatically cause ringing, so that condition 1 is realised. 

4. Inverting cuttings before planting. Prevents leakage of root growth 
factors from the basal cut surface. 

5. Applying peptone to cuttings. Effective when amino acids are 
limiting root formation. | 

6. Treating cuttings with various salts, especially manganese com- 
pounds. 

7. Treating cuttings with sugar, when carbohydrates are low. 

8. Application of vitamin B,. This induces elongation of root primordia, 
which before were invisible. 

9. Placing plants in air containing ethylene. This only works when the 
stems have an adequate auxin supply. 

10. The same provision has to be made for the effectiveness of hemi- 
auxins. 

11. Application of auxins, both natural and synthetic, to stems. 

12. Sticking a germinating grain in the split end of a cutting. This 
supplies auxin. 

It will be obvious, that without differentiating between all these different 
agents, root formation would seem to be just as unspecific as e.g., differ- 
entiation in the animal embryo is being considered by many embryologists. 
This enumeration, which might as well have been substituted with one of 
the factors influencing growth, shows sufficiently, how we are not lacking 
facts, but that our greatest need is intelligent interpretation, which can be 
made on the basis of the 9 points mentioned in the first part of this section. 
We must also realize that growth is a very complex phenomenon, which 
has to be analyzed into its most simple components, before a synthesis of 
the phenomenon itself can be attempted. In a recent paper HITCHCOCK and 
ZIMMERMAN (1938) claim “that explanations for growth promotion and 
root formation in special test objects such as the Avena coleoptile, and 
hypocotyls of the pea, bean, sunflower, etc., fall far short of explaining 
what occurs in normal plant tissue’ (why are the above mentioned tissues 
not normal?). Undoubtedly growth and root formation in full grown plants 
will be more complex than in seedlings, which is the reason why the growth 
analysis was started in seedlings. If HircHcock and ZIMMERMAN had found 
discrepancies between the established basic phenomena and their own 
observations, it is up to them to analyze the reasons for these discrepancies, 
and not only “compare the results reported for special test objects with 
those obtained with normal plant tissue treated under natural conditions”. 
A comparison between the pea test and the Avena test would indicate that 
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the one gives little support for the facts found with the other, but an 
analysis reveals the reasons for these differences, and shows that the 
facts are in complete agreement. It is surprising that Hircucock and 
ZIMMERMAN do not adhere more to the basic principles of research as out- 
lined by their director: “it is now generally conceded not only by scientists 
but by thinking practical men that the quickest and surest way of solving 
practical problems is to establish basic principles that underlie practical 
problems” (CROCKER 1938, p. 394), for repeatedly they claim that through 
their efforts “it has been possible to change the trend of growth substance 
research from a highly theoretical plane to one in which the principal 
interest is centered in dealing with facts in relation to normal tissue’’. It 
seems to the writer that here the words of BERLE (1938) are pertinent 
(although bearing on social science, the editors of the Journal of Heredity 
quoted them, indicating that in their opinion they apply to biological 
sciences as well): “In recent years ‘fact finding’ has been an academic 
fetish. Refusal to relate facts to theoretical organization of the subject, 
and to draw tangible conclusions, has been recently carried to the point of 
sheer cowardice.” 

To conclude this discussion, we might say, that although neither the 
actual growth reaction, nor the carrier or substrate with which auxin 
combines are known as yet, still through auxin our knowledge of the growth 
and developmental processes, that is, those most closely connected with 
life, is steadily increasing. Again through the preceding analysis the 
similarity between the processes of growth and root formation already 
stressed by THIMANN (1935) has been confirmed and extended. This is of 
importance, since the growth phenomena induced by auxin are more 
easily open to experimental attack than root formation. Thus by testing the 
results of the growth studies for their applicability to typical developmental 
processes, much is found about the latter with relatively little superfluous 
experimental effort. Such an introduction of the efficiency principle in 
scientific work is desirable, although it cannot be made compulsory, for 
the same reason that artistic efforts are difficult to rationalise. 


Summary. 


In reviewing a number of recent publications it was shown, that in any 
of 4 auxin-induced phenomena (growth in length, pea test, bud inhibition 
and root formation) the effect of auxin is dual; a preparatory reaction, 
pH insensitive, precedes the actual growth or root forming reaction proper. 
Many substances which are unable to cause growth or root formation, are 
effective in the preparatory reaction, They have been named hemi-auxins, 
to indicate that they have only part of the activities of the auxins. In table 1 
the activities of five different groups of substances have been summarised, 
which leads to the conclusion, that we have to distinguish between sub- 
stances, taking part in one or a combination ‘of the following reactions: 
growth reaction proper, root forming reaction proper, preparatory reaction 
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for growth, pea test, or bud inhibition, preparatory reaction for root 
formation. In three out of four cases the preparatory reaction could be 
identified with a redistribution of other growth factors within the plant. The 
evidence for the existence of these other growth factors (calines) has also 
been discussed (section 1). As far as the growth reaction proper is con- 
cerned, the evidence that this is a chemical reaction, in which per molecule 
of active growth promoting substance a constant amount of growth occurs, 
again has been presented. Figure 1 is an eloquent example of how all 
growth substances tend to come up to the same molar activity if an incre- 
asing number of secondary properties indirectly influencing the growth 
reaction proper are eliminated. By first analysing growth in its component 
parts, we can now synthesize these into the following scheme: 


8 § 2 z 
— hb 
Type of as = os! s ob 
yP Dm Vv oe Y = 2 aS 
Coe g Ss 

reaction: ey & US © ao 

A H Y H 

— 
; Stoichiometric 
: auxin ; : 
auxin reaction leading cell 
Substance: X —> => auxin = bound = : 
precursor oe, to master growth elongation 
X factor 
free moving 
auxin J 
\ ae 
ye: accumulation 
Substance: Y —~ Preece = caline — of calines 
through auxin 

Stage: 1 2 3 4 5 6 


In germination of the seedling the processes from 2 on take place, in 
the growing plant from 1 on. The steps between 5 and 6 are to be found 
in WENT and THIMANN (1937). 

The writer gratefully acknowledges the help of the Rockefeller Foun- 
dation in furthering the work summarized in this article. For the help of 
the Works Progress Administration, acknowledgement has been made in 
the individual papers. but should be repeated here. 
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Physics. — The decay of the penetrating cosmic rays. I]. By E. M. 
Bruins. (Communicated by Prof. J. Cray). 


(Communicated at the meeting of September 30, 1939.) 


§ 1. The absorption of the penetrating cosmic rays. 


We assume ') that the penetrating cosmic rays consist of decaying 
heavy electrons which are created at a height H in the atmosphere by 
the primary cosmic rays, the differential energy spectrum being 


N(E)=N,E™. ° 


As the lifetime is proportional to the energy E, we have for the number 
N of the rays incident at an angle # with the vertical 


dN asecddh 
N- E—AE 


where h is the depth below the layer where the penetrating rays are 
created. The mass per cm? per cm at a depth h in the atmosphere at 
angle ? may be written as 


mh) =m, ee 2 


and therefore the energyloss A E becomes 
h 
Es =| my eF'H-*) a sec 0 dh= A sec 9 (eF* — 1) 
0 


A=1,64X10eV, with H=20 km and a=2X10%eV in air per 
gram/cm?. The solution of the equation (1) is 


asecw 
= =. |B =A secu le —1) B[E+A sec 8] 
pe ane | E e#h | : 
If we assume here that 
peace 
y 


1) comp. Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam 42, 54, (1939). 


al 


we obtain for the integral energyspectrum 


N, cos 0°! 
N == 2 G 
(q) Cea (q) 
where 
er eee) 
Gig)==(s=1 cana alr eae 
Cs aaa bcs a 


0 


is the factor by which the intensity is diminished according to the decay. 
With a=0, we obtain C (q)= 

The factor C(q) is completely determined by g, s, h and does not 
depend on the angle #. By numerical integration we obtained with 
q = (e**—1)t the following values of C(t) for different t¢ and s. 


TAN SIEIS, 1 (CLG) 


t r= 10-6sec. | r=2X10-6sec. |r =4X10-6sec. | r=8X10-6sec. | G= WOKE 
1 OF 125 0.131 | 05286 +1 0.293 || 0.492 |-0:498 | 0.673-1-0.678 |0.719:| 0.723 
154) On 65 2,051 7 17 0535810365 |) 05579 7|.0.584 4 0.754 | 0.757 |0..793| 0.795 
TEAS O23 OR237 | OF451)) 05456. 07660) |) 0.664 0); 809) |) 0. 82 0.842, 0.843 
2 0.360 | 0.366 | 0.585 | 0.589 | 0.760 | 0.763 | 0.870 | 0.872 | 0.895) 0.896 
4 0.608 | 0.612 | 0.776 | 0.778 | 0.880 | 0.881 | 0.938 | 0.938 | 0.950} 0.950 
8 D2 || On dsiay || Opeisve || Ontxcsy | Weeeak || OSeal | sss) || Welle? | Ooe/s)|) Wks 
16 0.885 | 0.887 | 0.941 | 0.941 | 0.970 | 0.970 | 0.985 | 0.985 | 0.988 | 0.988 
32 OFS A OOS Ta ROROTON O29 70M FOES 85m MORS855 | O992N T2992 505994105994 

s 3 14.9)8) 3 WD SS)s; 3 298 3 2298 3 23 


From these results we see: 

1. The angular distribution is not altered by the decay of the heavy 
electrons and remains at every depth cos Js—! 

2. If Emin represents the minimum énergy of the particle which pene- 
trates to a shielded instrument 


Ein = elere. ae Es, 


we have, when q, represents the limiting value for vertical incidence 
with an unshielded instrument: 


OME. cos Cs E,, cos 0 


Cee ea Ag 


or: 


fA2 


The decrease of intensity of the penetrating rays at an angle 0 by a 
shield which is sec? times that used in the vertical direction is the same 
in any direction. 

3. The absorption in 0 — 150cm Pb for different values of the life- 
time and for s==3 and s=2,93 are shown in fig. 1, giving the relative 
intensity under various layers of lead. The curves are constructed in 
order to determine by extrapolation the intensity of the penetrating rays 
at sealevel. 


Fig. la. Absorption in lead for vertical incidence. s’ = 2. 


§ 2. The influence of the barometric pressure. 


The energyloss of a particle can be written as 


From this we obtain, at sealevel h—0O, the change of intensity with 


L43 


egumettic pressure, the integral energyspectrum of non-decaying particles 
eing 


NN ee 
dinN 100s’ 
B.E)\=—1 El ES 
( bo a dB By -SRB 


where B represents the pressure of the layer where the penetrating 
particles are created’). 
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Fig. 1b. Absorption in lead for vertical incidence. s’ = 1,93. 


When, however, the particles are decaying, the intensity at sealevel 
must be multiplied into a factor C(H). This causes a change in B.E 


of 
dinC(H) _ 100 din C (FA) 


NUS = sh” aU 
or 
B.E=(B.E) +" f 
0 
pa oR with AH=4KM. 


2) With s’ = 2 and a B.E. of 6%) per cm Hg the pressure in the layer where the 
penetrating particles are created had to be 43 cm Hg-comp. J. CLAY and E. M. BRUINS, 


Physica 6, 628, (1939). 


The values of C(H) obtained by numerical integration for different 
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values of the lifetime are given in Table II. 


TABLE II 
SC Hine 210-6 | 410-6 8 >< 10-6 10-5 
H tem 
8 0.2190 0.4088 0.6032 0.7502 0.7853 
16 0.1505 0.3226 0.5271 0.6982 0.7412 
20 0.125 0.286 0.492 0.6731 0.719 
24 0.1041 0.2539 0.4580 0.6473 0.6968 


The corresponding values of f are nearly constant between H=8 


and: £7 == 24 kim: 


t | 1 | 2 | re | 8 zi te 
| | | 


0.037 | 0.030 | 


SK IC=O Gaze, 


if | 0.186 ORInIS | 0.072 


With s’= 2, B~0 it follows 


a Bei se =) 63 (ae ON peceerele: 
(0) 


The barometereffect decreases for non-decaying particles under a shield 
which can be penetrated only by particles having an energy Emin + Esa 
according to the formula 
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By (1 at Vales 
Moa 
Moreover the influence of the decay will diminish for high energy 


particles. Therefore we conclude, that the change of BE caused by the 
decay must be less than 20°/) for a lifetime 1 > 10° sec. 


(B. E)) = 


Mathematics. — Sur une généralisation du probléme de DIRICHLET 
pour ensembles bornés mesurables (B) quelconques. Par A. F. 
Monna. (Communicated by Prof. W. VAN DER W OUuUDE) 


(Communicated at the meeting of September 30, 1939.) 


§ 1. Construction de la solution. 


Dans un article au Bulletin des Sciences Mathématiques') récemment 
M. BRrELOT a développé la théorie d'un probléme de DIRICHLET pour 
ensembles bornés fermés. L'idée principale de cette théorie est que tout 
ensemble borné fermé est limite d'une suite d’ensembles ouverts bornés 
décroissants. Il est tout naturel de généraliser ses résultats pour les en- 
sembles bornés mesurables (B) quelconques. Les propriétés qu’on obtient 
dans cette voie sont d’une forme tout a fait analogue 4 celles gue M. 
BRELOT a donné et le résultat sera une fusion entre la théorie du pro- 
bleéme de DIRICHLET pour ensembles ouverts (WIENER) et la théorie de 
BRELOT pour ensembles fermés. Rappelons que la classe des ensembles 
mes. (B) est identique a la classe des ensembles O et F de LEBESGUE?), 
c.a.d. que tout ensemble mes. (B) est la limite finie ou transfinie d’ensem- 
bles fermés ou ouverts. Pour arriver a la généralisation mentionnée ci- 
dessus, nous procédons comme il suit. 

1°, Soit O™ un ensemble borné O de classe 1. On sait donc que 
cet ensemble est somme d’ensembles F de classe zéro, donc est limite 
d'une suite de tels ensembles 


et lon a 


0 (1 
(EE eS Se 


Soit alors @(P) une fonction bornée, continue, définie dans et 
; aie é 0 0 
l'espace3). D’aprés BRELOT a chaque F\” et les valeurs de sur Fi 


1) M. BRELOT, Probleme de DIRICHLET et majorantes harmoniques. Bull. des Sc. 
Math. t. LXIII, Mars et Avril 1939. 

M. BRELOT, Sur le probléme de DIRICHLET et les fonctions sous-harmoniques. C. R. Ac. 
Sc. t. 206, 1161 (1938). 

M. BRELOT, Sur un balayage d’ensembles fermés. C. R. Ac. Sc. t. 207, 1157 (1938). 

2) Voir p. ex. CH. DE LA VALLEE PoussIN, Intégrales de Lebesgue, Fonctions d’en- 
sembles, classes de Baire. Paris. 

3) Puisqu’on n'est pas certain qu'une fonction continue, définie sur un ensemble mes. 
(B) quelconque, peut étre prolongée continuement, on partira dés l’avance d'une fonction 
continue définie dans toute l'espace. 
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correspond alors une fonction u, (P). On obtient donc une suite Sn(P)j. 
La convergence de cette suite est établie comme dans le cas du probléme 
de DIRICHLET pour ensembles ouverts (WIENER). On se raméne au cas 
de 0(P) sous-harmonique et alors il sen suit de la théorie de BRELOT 
que la suite est bornée, croissante et que Un = >. Il y a donc une limite 
u(P) qui est harmonique aux points intérieurs s'il y en a (toutes les u, 
y sont harmoniques). On démontre aisément que la limite est indépendante 


du choix de la suite des Fi’. 

D'aprés M. BRELOT, nous désignerons par (u, 0) la fonction égale a 
u dans OU") et a & ailleurs; cette fonction s obtient comme limite des 
fonctions (u., 0). Si P(P) est sous-harmonique, toutes ces fonctions sont 
de méme sous-harmoniques ') et puisque en ce cas la suite est croissante, 
la limite (u, 0) est alors A peu prés sous-harmonique’). 

2°. Soit F® un ensemble borné F de classe 1. Cet ensemble est 
produit d’ensembles O” de classe zéro (ensembles ouverts) et est donc 
limite d'une suite de tels ensembles: 


: 0 
F" = lim O°, 


n=> CO 
et lon va 
fe joa. ae 


En partant de nouveau d’une fonction continue P(P), on obtient une 


suite {u, (P)} ou u, est la solution de WIENER pour O” et o. Si D est 
sous-harmonique la suite est maintenant décroissante et a une limite 
u(P). La fonction (u, 0), D étant sous-harmonique, est limite de la suite 
décroissante des fonctions (u,, 0) qui sont 4 peu prés sous-harmoniques; 
(u, d) est donc aussi a peu prés sous-harmonique °). 

3°. Comme un ensemble O ou F de classe a, oti a est de premiére 
espéce, est limite d’ensembles F ou O de classe a—1, on obtient succes- 
sivement pour chaque ensemble O® ou F™ une fonction u (P). 

Pour les ensembles O ou F de classe w (le premier ordre transfini), 
on passe pac l'intermédiaire des ensembles A de classe w (remarquer 
que tout ensemble de classe a est aussi de classe a -t 1). 

Procédant ainsi, étant donnée une fonction ® continue dans toute 
l'espace, nous obtenons pour chaque ensemble E borné mes. B une 
fonction u(P) qui est harmonique aux points intérieurs de E sil y ena. 


1) Voir BRELOT, Bull. Sc. Math. 1. c. p. 116. 
2) On dit qu'une fonction est a peu prés sous-harmonique dans un ensemble ouvert 
(toute l’espace) si elle y vaut une fonction qui est sous-harmonique sauf sur un ensemble 
de capacité nulle (vaut 4 peu prés partout une fonction sous-harmonique). La limite d'une 
suite bornée, croissante de fonctions sous-harmoniques (ou a peu prés s.h.) est a peu 
prés sous-harmonique. Voir: BRELOT, Sur le potentiel et les suites de fonctions sous- 
harmoniques, C. R. Ac. Sc. t. 207, 836 (1938). 
3) BRELOT, Bull. Sc. Math. 1. c. p. 89. 
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Nous appellerons u(P) ,,]a solution pour F et 0”. Si D est sous-harmo- 
nique, (u, D) est a peu prés sous-harmonique. 


§ 2. Stabilité et régularité. 


Nous étudierons ensuite u (P) au voisinage des points-frontiére Q de 
E. Il faut distinguer deux types: 

1°. points-frontiére appartenant a E. Nous dirons gu’ un tel point 
est stable si u(Q)—9(Q) pour tout © continu. 

2°. points-frontiére n’appartenant pas a E. Nous dirons qu’ un tel 
point est régulier si u(P)—®(Q) quand P de E tend vers Q, pour 
tout D continu. 

Les points-frontiére qui ne sont ni régulier, ni stable, sont appelés 
irrégulier resp. instable. 

Pourque Q soit stable (régulier) on voit immédiatement qu'il faut et 
suffit que u(Q)= (Q) (resp. u(P) > 0(Q)) pour tout continu sous- 
harmonique. On en déduit exactement les mémes critéres de stabilité et 
régularité, formulés en termes de fonctions sous-harmoniques, comme 
aux cas de E ouvert ou fermé. Remarquons que la régularité et la 
stabilité sont des propriétés locales. 

On démontre aisément que l'ensemble des points irréguliers a une 
capacité zéro. Rappelons pour cela la définition que récemment M. DELA 
VALLEE POUSSIN a donné de la notion ,,point régulier’’ pour un ensemble 
mes. B borné quelconque'). Aprés avoir défini ce qu'il faut entendre 
par ,point régulier’” pour un ensemble borné fermé, il appelle un point 
Q de E régulier pour un ensemble E borné mes. B, s'il existe un sous 
ensemble fermé de E pour lequel Q est régulier. Le point est irrégulier 
sil n’existe aucun pareil ensemble. Considérons alors le complément 
CE (qui est mes. B) de l’ensemble donné F relativement 4 une sphére con- 
tenant E. Il s’en suit alors immédiatement des critéres cités qu'un point 
irrégulier pour E selon notre définition est irrégulier pour CE selon 
la définition de M. DE LA VALLEE PoussiIN. Comme le montre M. DELA 
VALLEE Poussin, l'ensemble des points irréguliers pour CE est de capa- 
cité nulle, donc aussi l’ensemble des points irréguliers pour E. L’ensemble 
des points instables au contraire peut avoir une capacité positive; on 
a construit des exemples pour ensembles fermés (F de classe zéro). 

Nous déduirons encore une propriété de la fonction v (P)= (u, 9) ot 
@ est supposé continu sous-harmonique. Rappelons que v est a peu 
prés sous-harmonique. Afin de rendre v sous-harmonique il faut donc 


seulement changer ses valeurs sur un ensemble de capacité nulle; soit v la 


1) CH. DE LA VALLEE PouSsSIN, Points irréguliers, Détermination des masses par les 
potentiels. Bulletin Acad. royale des Sciences de Belgique, t. 24, fasc. G; i, Wl ((\ferin Be 
Novembre 1938). Il faut remarquer que la définition de M. DE LA VALLEE POUSSIN 
s'applique seulement aux points appartenants a l'ensemble en contradiction avec notre 
définition, qui suppose que le point-frontiére considéré n’appartient pas a ‘ensemble. 


748 


fonction ainsi obtenue. On a alors 


En effet, cette inégalité a lieu pour les ensembles de classe zéro (méme 
avec signe d’égalité pour ensembles fermés; voir BRELOT, Bull. Sc. 
Math. I. c. p. 89 et 116). Par induction et par un passage 4a la limite, 
on montre alors que l’inégalité subsiste au cas général. 

Aux points réguliers ou stables v est déja sous-harmonique puisque 
en chacun de ces points v vaut au plus sa moyenne sur une sphére de 
rayon suffisamment petite et avec ce point comme centre (remarquons 
gue © est sous-harmonique et u= 9). Par un raisonnement analogue 
on voit que, si un changement aux points instables (ot donc u > 9) 
sera nécessaire, cela ne peut étre qu'une diminution, ce qui d'autre 


part est impossible puisque v = v; aux points instables v est donc aussi 
sous-harmonique. Comme v est harmonique -aux points intérieurs de E, 
il ne reste éventuellement gu’ un changement nécessaire aux points 
irréguliers. Nous verrons que en ces points Q 


v (Q)= lim sup u (P). 


P+Q 


D’abord on voit que par cette définition v est semi-continu supérieurement. 
De la définition des fonctions sous-harmoniques résulte que dans une 
sphére o, suffissamment petite, de centre Q, ona 


Daley 
ou I(v) désigne l’intégrale de POISSON pour o et valeurs-frontiére v . 
Donc 4a fortiori 


UP) = ho) (P dans 0). 


Au centre Q de oI(v) est égal a la moyenne des valeurs de o sur o. 
Puisque u=9, on voit donc que lim sup u(P) est au plus égale a cette 
moyenne, c. a. d. avec la définition posée ci-dessus, v est en effet rendu 
sous-harmonique aux points irréguliers. Cette définition est di’ailleurs 
nécessaire parce-que une fonction a peu prés sous-harmonique ne peut 
étre rendue sous-harmonique que d’une seule maniére '), 


Remarques. 1. Il suit de la propriété démontrée que la solution u 
est continue aux points stables pour tout ® continu. En effet, on peut 
supposer ® sous-harmonique et alors il est immédiat, toute fonction 
sous-harmonique étant semi-continue supérieurement. 


1) Voir p. ex. T. RADO, Subharmonic functions, Berlin 1937, p. 21. 
La démonstration ci-dessus n'est qu'une transposition simple de celle donnée par 
M. BRELOT au cas de E ouvert. 
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2. Si nous admettons l’existence d’une fonction Dy continue sous- 
harmonique telle que la solution Up) correspondante soit discontinue en 
tous les points irréguliers, il suit de nouveau gue l'ensemble des points 
irréguliers a une capacité nulle. Car alors on alim SUP Up > Dy en chaque 
point irrégulier et il faut donc véritablement changer la valeur de 
v —=(up, Po) en tous ces points. Comme un changement n’est nécessaire 
gue sur un ensemble de capacité nulle, la propriété est démontrée. 

Si l'ensemble donné E a des points intérieurs, une telle fonction existe. 
Par suite des critéres de régularité mentionnés ci-dessus, on peut utiliser 
la fonction de GREEN G(P, =55-9(P. S), ot S est un point inté- 


rieur, dont la définition est immédiate. 


§ 3. L'extrémale d'une fonction sous-harmonique. 

Dans son article cité M. BRELOT a défini l’extrémale d’une fonction 
sous-harmonique sur un ensemble borné fermé en sinspirant de la défi- 
nition bien connue de la meilleure majorante harmonique pour un ensemble 
ouvert. La généralisation pour ensembles E bornés mes. B quelconques 
est immédiate. Pour cela nous considérons la fonction continue sous- 
harmonique wjn, obtenue par médiation spatiale de la fonction sous- 


1 
harmonique donnée u dans une sphére de rayon —; uy), tend en décrois- 
n 


sant vers u quand n— oe, Construisons alors la solution pour E et m),. 
La suite ainsi obtenue (n= 1,2,...) tend en décroissant vers une limite 
a que nous appellerons d’aprés M. BRELOT l'extrémale de u sur E; & 
majore u sur FE. On voit aussitét que (i, u) est A peu prés sous-harmo- 
nique; aux points réguliers, stables ou instables cette fonction est sous- 
harmonique et d’ailleurs aux points stables a= u. 

On montre aisément les propriétés suivantes: 

1. Soit h(P) une majorante harmonique'!) de u(P) sur E. Alors on a 


a=h. 
2. Si ensemble E= lim E, dans les constructions du § 1 est approximé 
n—> 0 
par l’extérieur, u étant sous-harmonique, a, l’extrémale de uw sur FE, et t 
celui sur EF, on a 


i (P) = lim &, (BP). 


n—> 0 


Si au contraire E est approximé par l'intérieur on a 


4(P)= lim a, (P). 


n— 0 


1) On dira qu'une fonction est harmonique sur &, si cette est fonction est harmonique 
sur un ensemble ouvert contenant E (pas nécessairement a son intérieur). Une pareille 
fonction est appelée une majorante harmonique si cette fonction est sur E au moins égale 


a la fonction donnée, 
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Les démonstrations sont analogues a4 celles de M. BRELOT pour E 
fermé ou ouvert (voir Bull. Sc. Math. lic. p. 94 et 121). 


§ 4. Distributions de masses. 

Le balayage d'une distribution de masse sur EF s’obtient par un 
passage a la limite (fini ou transfini). Nous partirons d'une distribution 
—o de masses =O sur E. Si E est ouvert on sait qu'il existe sur la 
frontiére de E une seule distribution de masses telle que son potentiel 
est égal a celui de la distribution —@ hors de F et a peu pres partout 
sur la fronti¢re E* de FE, et au moins égal a ce dernier sur F. De méme 
si E est fermé, il existe sur la frontiére une distribution telle que le 
potentiel est conservé hors de E et sur l'ensemble des points stables 
de E. Par induction on passe au cas général. Soit 

Bs lim Pe. 
k-> 

Supposons done que pour EF; le balayage de —o peut étre effectué; 
on obtient alors une suite de distributions —u,. Nous pouvons en 
extraire une suite convergente; la limite — wu sera la distribution cherchée. 
On voit que —w ne charge que la frontiére de E. Le potentiel est 
conservé hors de E; sur FE il est au moins égal au potentiel de la 
distribution —o. 

On peut appliquer ceci pour arriver a une formule pour la solution u. 
Balayons pour cela la masse —1 placée en P de E; nous obtenons une 
distribution —w?, limite des distributions —“?. On a alors, par induction, 


n— 0 n—> © 


u(P)= lim a, (P)= lim ae \ du? (e,). 


donc 


u(P)= | 2(Q) du led) 
Ee 
ou l'intégrale est prise sur la frontiére E* de E!). 

On peut voir comme il suit que la distribution u?(e) est indépendante 
de la suite des ensembles convergeants vers E. Soit e un sous-ensemble 
mes. B de E* et ~ sa fonction caractéristique. Cette fonction est la 
limite (finie ou transfinie) de fonctions continues 9,, pour lesquelles existe 
donc la solution u,. Les fonctions u, convergent vers une fonction u(P), 
appelée la solution pour E et la fonction discontinue y. On voit aisément 


que u(P) est indépendante des fonctions y, et il s’en suit de la formule 
précédente que 


u (P) = if p du? (e). 


') Voir BRELOT, C. R. t. 206, p. 1161. 
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Substitutions les valeurs de m; alors nous avons 


et w? est donc bien indépendante de la suite des ensembles. 
Il suit de la formule de Evans, qui subsiste au cas général, 


= Je (e) do (P) 


gue la distribution — u(e), obtenue par balayage de —o(e) est aussi 
indépendante des ensembles convergeants vers E. 

Enfin nous allons montrer que le potentiel de la distribution — u(e) 
vaut sur F l’extrémale a(P) du potentiel u de la distribution donnée — 0 (e). 
Cela va par induction. Pour E fermé ou ouvert cette propriété est 
connue. Supposons alors qu'elle est également montrée pour les ensembles 
de classes antérieures, tendants vers E. Donc on a sur FE, 


4 = ma oe 
eva 2) eee | Ps d My (e,) =u (P). 
* 


n 


Pour n— o, par la deuxiéme propriété de l’extrémale 


(PCE) 


Remarquons alors que a est l’enveloppe inférieure de la famille des 
majorantes de u sur E que sont les solutions pour F relatives aux 
distributions continues =u sur la frontiére de E (voir BRELOT, Bull. Sc. 
Math. |. c.; définitions B et B, p. 91 et 120). Par une médiation spatiale 
du potentiel de —, on voit alors que la signe > dans l'inégalité a 
gauche conduirait 4 une contradiction. Donc, 


AP y= Ahr du (e.). 
(PCE) 


1) Voir: C. DE LA VALLEE POUSSIN, Les nouvelles méthodes de la théorie du potentiel 
et le probléme généralisé de DIRICHLET. Act. Sc. et Industr. No. 578 (1937). 


Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, Vol. XLH, 1939. 50 


(hey 


On peut déduire de cette formule une propriété de la distribution 
u?(e). D'abord par la formule de EVANS 


D’autre part, on voit immédiatement que 
files | u (S) du? (e,) 
E* 


et donc 


: ae led 
i(P)=— | dole.) “as 
E E 


Comme la distribution @(e) est arbitraire, on a donc 


due (e.) = Tae. (es) 
=| ie = 


Remarque. Pour E ouvert ou fermé M. BRELOT procéde directement, 
donc sans intermédiaire des suites d’ensembles, pour balayer les masses 


—e(e). Pour cela il considére la fonction sous-harmonique can ou u 
est le potentiel de la distribution —o (e). Au cas général on peut procéder 
tout analogue. On obtient une distribution —y(e) et le potentiel est 
conservé hors EF, aux points stables et aux points réguliers; sur E le 
potentiel vaut l’extrémale. 

Il faudrait montrer que les distributions obtenues dans cettes deux 
voies, sont la méme. 


Dordrecht, 28 Juin 1939. 


Mathematics. — Uebertragungen mit alternierendem Kriimmungsaffinor. 
Von W. VAN DER KuLkK. (Communicated by Prof. J. A. SCHOUTEN) 


(Communicated at the meeting of September 30, 1939>) 


Im ersten Teil dieser Note beweisen wir einige charakteristische Satze 
betreffs Uebertragungen, die einen in den ersten drei Indizes alter- 
nierenden Kriimmungsaffinor besitzen. Jede Kurve in einem Raum mit 
einer solchen Uebertragung gestattet ndmlich eine besondere Art von 
Deformationen. Auch Verallgemeinerungen dieser Uebertragungen werden 
betrachtet. Im zweiten Teil werden diejenigen Uebertragungen der im 
ersten Teil studierten Art bestimmt, die halbsymmetrisch sind. Ihre 
Konstruktion ist recht einfach. Sodann folgt im letzten Teil eine andere 
geometrische Charakterisierung. 


Sit 


Es ist oft zweckmassig Deformationseigenschaften in einer L, mit 
Hilfe kinematischer Begriffe zu formulieren. Ist é” = & (#) die Bahn eines 
aes 
dt 


in einer L, bewegenden Punktes (t= Zeit), so nennen wir v’ = den 


3 x 
ae den Beschleunigungsvektor'). Eine 


Bewegung, bei welcher in jedem Moment q* = 0 ist, heisse gleichférmig 
geodatisch. Ist v” q‘)=0, d.h. haben Beschleunigung und Geschwindig- 
keit stets dieselbe Richtung, so heisse die Bewegung geodatisch. Dann 
und nur dann, wenn die Bewegung geodatisch ist, ist die Bahnkurve 


Geschwindigkeitsvektor, und q* = 


eine geodatische Linie. 

Bewegt eine Kurve in der L, derart, dass die Geschwindigkeitsvek- 
toren ihrer Punkte in jedem Zeitpunkt ein langs der Kurve i.b. auf die 
gegebene Ulebertragung kovariant konstantes WVektorfeld bilden, so 


werden wir diese Bewegung eine Verschiebung nennen. Sind I, die 
Uebertragungsparameter der L,, so legen die Parameter [1;,—2S,i', wo 
Si = Tia?) ist, ebenfalls eine Uebertragung fest, die nur im symme- 
trischen Fall (d.h. Sj; 0) mit der urspriinglichen zusammenfillt. Eine 


Bewegung einer Kurve, die beziiglich dieser neuen Uebertragung eine 
Verschiebung ist, nennen wir eine Verschiebung zweiter Art. Wir 


zeigen nun: 


1) @& symbolisiert das kovariante Differential ib. auf die Uebertragung der Ln. 
2) Die verwendeten Koordinatensysteme sind immer holonom. 
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Der Kriimmungsaffinor einer L, alterniert dann und nur dann in den 
ersten drei Indizes, wenn jede Kurve der L, sich derart verschieben 
lasst, dass jeder ihrer Punkte gleichformig geodatisch bewegt und der 
Anfangsgeschwindigkeitsvektor eines dieser Punkte sich dazu noch 
beliebig wahlen lasst. 

Beweis: 

Die Lage einer bewegenden Kurve sei zur Zeit ¢ festgelegt durch die 
Gleichungen 

pled ga (FE | De ROR eet ee ees (ld) 
wo u ein beliebig gewadhlter Parameter auf der Kurve ist. Wir setzen 
voraus, dass die Funktionen &(u; ft) hinreichend oft stetig-diferenzierbar 
sind. Die Bewegung der Kurve ist dann und nur dann eine Verschiebung, 
wenn der Vektor 


UP 07 0: & 4 Tk Ore 0s a eZ) 


identisch in u und t verschwindet. Der Punkt mit dem Parameter u 
bewegt dann und nur dann gleichférmig geodatisch, wenn der Vektor 


V7 050; Ot On SOS ne ee ee) 


verschwindet. Nun gilt aber die Gleichung 


== 6, U* 26, V7 = Rigs 0561-0: 240) 6 ea oe ee) 

wo 
6) U0, Oe UP 

und 
Ou Va eal Oe (cs) 


ist. Werschiebt die Kurve also derart, dass jeder ihrer Punkte gleich- 
formig geodatisch bewegt, dann ist demzufolge 


Reng 2.005" 0,6 2 00a en ee 7) 


Da man nach Voraussetzung die Vektoren 0, & (u; f), 0, & (u; ¢) und den 
0 0 0 0 


Punkt & (a; ¢) beliebig vorschreiben darf, ist somit 
0 0 


| R; (way — 0 | . . . + + . . . . (8) 


in jedem Punkt der L,. 


Setzen wir nun umgekehrt (8) voraus. Man wiahle in der LC, eine 
beliebige stetig-differenzierbare Kurve 


C= 6) (tt) ee en) 


Es existiert auf dieser Kurve genau ein kovariant konstantes Vektorfeld 


(ows) 


v (u), das der Bedingung v’ (u) =v’ geniigt, wo v% ein beliebiger Vektor 
0 0 0 
im Punkte & (u) ist. Es lassen sich nun eindeutig Funktionen & (u; #) 


festlegen, die die Gleichungen 


Wiese 04 o* (a; t) = &* (u), One (0) i= oe(a)e 40 2 a) al LO) 
0 
befriedigen. Infolge (4), (8) und (10) gilt fiir diese Funktionen 
Ul foe Veen ee heh fs ba, SILL) 


eee Ov 
Ueberdies ist U% (u; t) = go Somit verschwindet LI’ identisch in 
0 


mw und ft) w.zZ.b.w. 

Vertauscht man im vorstehenden Beweis die Rollen der Parameter u 
und ¢t, d.h. nimmt man u als Zeit und f als Parameter auf der Kurve, 
dann bekommt man den folgenden Satz: 


Der Kriimmungsaffinor einer L, alterniert dann und nur dann in den 
ersten drei Indizes, wenn jede geodatische Linie eine Verschiebung 
zweiter Art gestattet mit den folgenden Eigenschaften: 

1) einer der Punkte der Kurve durchlauft eine beliebig votgegebene 
Bahnkurve, 

2) die bewegende Kurve bleibt geodatisch, 

3) sind A, B und C drei beliebige Punkte der Kurve und _ sind 
Pave. uina. a uire ajinen Parameter, ) so ist (p,—p,):(p,-—_Pc) von 


der Zeit unabhangig. 


Es sei nun eine L, vorgelegt, in welcher man jede Kurve derart ver- 
schieben kann, dass ihre Punkte geodatisch bewegen, und der Anfangs- 
geschwindigkeitsvektor eines dieser Punkte dabei noch beliebig gewahlt 
werden darf. Fiir eine derart bewegende Kurve gelten die Gleichungen 


(=O AV oi —=0. eg I) 


Schreibt man die Gleichung 6,(V™ 0; £¢!) = 0 aus, dann folgt unter Ver- 
wendung der Gleichungen (4) und (12) 


Be AC ane? One 0124 0,8 == 05 ae vy os 113) 
Der Voraussetzungen wegen ist somit in jedem Punkt der L, die Gleichung 
Ree eA ata ae os at ee (14) 


erfiillt. Faltung dieser Gleichung nach @ und o gibt 


, 1 : 
Ry (ui) Sea | oe Ro) An oe ae el) 


3) SCHOUTEN—STRUIK, Einfithrung II, S. 23. 
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Setzen wir nun umgekehrt (15) voraus. Das System 


V2 ie On rates 


(Vpn Renn) Oe? Ocoee meen 0) 


hat mindestens eine Lésung, die den Anfangsbedingungen 


© (apt =e" (a). Oa ee) Le 
0 0 
geniigt. Dabei sind & (u) und v* (u) in gleicher Weise konstruiert wie oben. 
(vgl. (9)). Setzen wir diese Losung in (4) ein, dann erhalten wir unter Be- 
riicksichtigung von (15) und (16) 


Dg CLS = LE ee ee ee LC) 
Jedoch ist auch | 
dv* 
U'(asth= qm... . 2 es (19) 


und somit U*—0. 
Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen: 


Notwendig und hinreichend dafiir, dass jede Kurve einer L, sich derart 
verschieben lasst, dass thre Punkte sich geoddtisch bewegen, und der 
Anfangsgeschwindigkeitsvektor eines dieser Punkte sich dazu noch be- 
liebig wahlen lasst, ist, dass die Bedingung (15) erfiillt sei. 


Vertauscht man wieder die Rollen der Parameter u und ¢, dann bekommt 
man den Satz: 


Notwendig und hinreichend daftir, dass jede geodatische Linie einer 
L, eine Verschiebung zweiter Art gestattet mit den folgenden Eigen- 
schaften: 


1) einer der Punkte der Kurve durchlauft eine beliebig vorgegebene 
Bahnkutrve, ’ 


2) die bewegende Kurve bleibt geodatisch, 
ist, dass die Bedingung (15) erfiillt sei. 


Die Bedingung (15) geht, falls V,,—=R,, ist, tiber in die Bedingung (8). 
Da iiberdies V,,—=R,, aus (8) folgt bei Faltung nach x und 4, bilden 
die Uebertragungen mit alternierendem Kriimmungsaffinor also einen 
Sonderfall der Uebertragungen, die der Bedingung (15) geniigen. 


e) 


Wir bestimmen jetzt die halbsymmetrischen Uebertragungen, die der 
Gleichung (15) geniigen. Wir beweisen zunachst den Satz: 


Fir n >2 ist jede symmetrische L,, die der Forderung (15) geniigt 
eine E,,. 
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Aus (15), der zweiten Identitit 
Roe =O 
und der Identitat 


Se Spence 9 D emehee 9 Sane 
Roak — Ripa -++ 5 Rian) eS i} Ts (vA) + 
folgt 


Rea — ¥ (2 Ore Aj -- Q,, An — On. A;), . 


WoO 


ist. Einsetzen in die Identitat von BIANCHI 
Via = 0) 
liefert 
2 Vio Qa Ai = 2 Wie Qj, An =0.. 
Faltung nach x und 4 gibt 


Wie Orns — 0. 


(20) 


(21) 


(22) 


(23) 


(24) 


(25) 


(26) 


Faltung nach x und o gibt, fiir n > 2, unter Beriicksichtigung von (26) 


Vw Onn — 0 : 


Infolge der Identitat 


Ve Ome ae Qa2— Vier Qy nu Sim Ve Oia 


gilt also 
Wie OF. — 0 . 


(27) 


(28) 


(29) 


Die erste Integrabilitatsbedingung dieser Gleichung lautet infolge (22) 


2 Qoy Qu Qei Qyy a Qou O70. 


Setzt man in dieser Gleichung ep=m und v=2, dann folgt 


(Qhre. — 0. 


(30) 


(31) 
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Infolge (22) und (31) verschwindet somit der Kriimmungsaffinor der L,, 
w.z.b.w. *) 
Sodann beweisen wir: 


In einer halbsymmetrischen L,, die der Forderung (15) geniigt, existiert 
fiir n >2 ein Koordinatensystem i.b. auf welches 


en —s eye Ai . . . . . . 5 . * (a) 


ist. Umgekehrt ist eine durch Gleichungen von der Form (a) festgelegte 
Uebertragung, wo S, ein beliebiges Vektorfeld ist, halbsymmetrisch 
und genugt der Forderung (15). 


Da die L, halbsymmetrisch ist, gilt 
Ty — Stu Ai eae . ° . ‘ 5 . . (32) 


Die Uebertragung mit den Parametern 


je a ee te. 18) 


*) Dieser Beweis kann auch gefiihrt werden mittels des bekannten Satzes, dass eine 


symmetrische Uebertragung projektiveuklidisch ist, wenn die Bestimmungszahlen von ss erp oe 


ib. auf jedes Koordinatensystem verschwinden wenn x4#v, «#4 und x42 (SCHOUTEN— 
STRUIK, II, S. 181) und des Hilfssatzes: 


Jede Lésung des Systems partieller Differentialgleichungen O(upi)= pupa ist ebenfalls 
eine Lésung des Systems Ou pk = pu pi. 

Der Beweis dieses Satzes kann etwa folgendermassen gegeben werden: 
Man setze 


Ole P2) —_ Pus < . ‘ ‘. ° . ; * % (1) 


dann ist 
Oz Pi = Pz Pi + Pure - + . + + . . . (2) 
Die Integrabilitatsbedingungen dieser Gleichungen lauten 
Op Puja, = Pl Puja — Pru Pi . . . . . . ° (3) 


Einsetzen von (3) in die Identitat 


Or, Pur — Op Pu) ay a Op Pu ae On Pur . . . . + (4) 


liefert 
Ov Pur = 2 Pv Pur + Pu PrA— Pd Ops ss ses (5) 
Die Integrabilitatsbedingungen von (5) lauten, unter Beriicksichtigung von (2) 
2 Pov Pu— Por Pye 1 Pon Vi = 085 2 ee eee (6) 


Setzt man in diesen Gleichungen g@= und »=2, dann bekommt man das gesuchte 
Resultat, namlich 


Pur — 0. . . . . . . . . . . (7) 


HOW 


ist also symmetrisch. [hr Kriimmungsaffinor ieee geniigt der Gleichung°) 
Rip = Ry —2 Vp Sq Ale. .  .. (34) 
Somit ist infolge (15) 


si 


Fa) —=(Qip— 2) Vins) Anes 2S, 25) 


wo Q,, durch (23) festgelegt ist. Faltung der Gleichung nach x und i 
liefert 


s s 


Viz a lien == (n ++ 1) (Orr a 2 Vie a) . . . . . (36) 
Durch einsetzen von (36) in (35) erhalt man die Gleichung 
s See, 1 s s 2 
Re (uA) — need (Viste = Rom) Aj) + . . . * . (37) 


Infolge des vorigen Satzes ist die Uebertragung mit den Parametern 


Ss. 
Ty, euklidisch. In der L, existiert somit ein spezielles Koordinatensystem, 


i.b. auf welches die I%., verschwinden. Infolge (33) ist also i.b. auf dieses 
System 


Wiis Sun ma cre me ao re. <8 8) 
w.z.b.w. Die Umkehrung ist trivial. Schliesslich beweisen wir: 


Eine halbsymmetrische L,, mit einem in den ersten drei Indizes alter- 
nierenden Kriimmungsaffinor ist integrabel (fiir n=2 ist die Behauptung 
trivial). Fiir n >2 existiert in der L, ein Koordinatensystem i.b. auf 
welches 


Wea s(OnS) Adan ee ee eee ee ess et) 


ist. Umgekehrt ist eine durch Gleichungen von der Form (f) festgelegte 
Uebertragung, wo S ein beliebiger Shalar ist, halbsymmetrisch und 
integrabel. 


Eine Uebertragung mit alternierendem Kriimmungsaffinor gentigt der 
Forderung (15). Da die Uebertragung halbsymmetrisch ist, gibt es infolge 
des eben bewiesenen Satzes ein Koordinatensystem i.b. auf welches gilt 


MeO pepe Vann he o's, oe, (39) 
Infolge (34) ist 
Ree Oe Ate eee GA ol oe (40) 
Da 
oe ie Ome mae ee te ee eee ae, ee (AL) 


5) SCHOUTEN—STRUIK, Einfiihrung I, S. 128. Formel 11. 76. 
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ist, gilt 
Va Siu Ai, — 0. * > . . ’ > . . (42) 


Faltung nach x und / ergibt 
Wir Su] — 0. + . ° : . . . . + (43) 


Aus (40) und (43) folgt das verschwinden des Kriimmungsaffinors eats 
Aus der fiir jede halbsymmetrische Uebertragung giiltigen Gleichung 


Vip aon al ec Cress ty Re (44) 


folgt schliesslich, dass S, ein Gradientvektor ist, w.z.b.w. Die Umkehrung 
ist trivial. 

Die in diesem Paragraphen bewiesenen Satze gelten nicht fir n= 2. 
Zum Beispiel ist die Uebertragung mit den Parametern 


ya O70 0 Oe er, oS 
oT 0 Te eto 


symmetrisch und geniigt der Forderung (15), jedoch ist sie nicht integrabel. 
Mit Hilfe dieser Uebertragung lassen sich Gegenbeispiele fiir die zwei 
anderen Satze konstruieren. Fiir n —2 hat jede symmetrische Uebertra~- 


gung, die (15) geniigt, ib. auf ein geeignet gewahltes Koordinatensystem 
die Form (45). 


ce 


Die L, des § 1 kénnen auch ohne kinematische Hilfsmittel charakte- 
risiert werden. Es entstehen dann zwei Satze, deren Beweise wir dem 
Leser tiberlassen: 


Der Kriimmungsaffinor einer L, alterniert dann und nur dann in den 
ersten drei Indizes, wenn es zu jedem Punkt £, jeder beliebigen Zwei- 
0 
tichtung in diesem Punkt und jedem beliebigen Vektor v* in dieser 
0 
Zweitichtung eine durch & und die Zweirichtung gehende X, gibt, in 
0 


der ein kovariant konstantes in der X> liegendes Vektorfeld v* existiert, 
SO dass v* ==" ist in & °) *) 
0 0 


und 


Der Kriimmungsaffinor einer L, gentigt dann und nur dann der Forderung 


6) Ein iiber einer Xm definiertes Vektorfeld (bzw. Richtungsfeld) liegt in der Xm 


wenn der Vektor (bzw. die Richtung) in jedem Punkt in der zu diesem Punkt gehérigen 
lokalen Em liegt. 
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(15), wenn es zu jedem Punkt 5’, jeder beliebigen Zweirichtung in diesem 
0 


&* 
0 


und die Zweirichtung gehende X, gibt, in der ein kovariant konstantes 
Richtungsfeld |v’ liegt, so dass Lv*| = \v*1 ist im Punkte &. eyes yo \4 
0 0 


Punkt und jeder Richtung |v’ | in dieser Zweirichtung eine durch 
0 


Im allgemeinen liegt fiir n> 2 in einer solchen X, nur ein kovariant 
konstantes Vektorfeld. (bzw. Richtungsfeld). Man kann nun fragen in 
welchen L, es durch jeden Punkt und jede Zweirichtung in diesem Punkt 
eine X, gibt, in der unendlichviele kovariant konstante WVektorfelder 
(bzw. Richtungsfelder) liegen. Bestimmen wir nun zuerst diejenige L,, 
in der es durch jeden Punkt und jede beliebige Zweirichtung in diesem 
Punkt eine X, gibt, in der unendlichviele kovariant konstante Vektor- 
felder liegen. Sind 


Sted Ge ee es OCA eee 46) 


die Gleichungen einer solchen X>, und ist v%(y*) ein in der X, liegendes 
kovariant konstantes Vektorfeld, dann ist 


sr roar eet = 0) ee ee 1 87) 


Nun kann man die Parameterkurven 7! = konst. und 7* =konst. derart 


wahlen, dass a 0, & und f 0,&’ zwei kovariant konstante Felder bilden. 
1 


(a und a@ sind Skalare). San ist 
1 2 


Os 02 &% + Ina Op &“ 0, & = —0, log | a 0, & (a8) 
und mithin 


Se Qi" 0,6" Se o + 0; log | a| 0, & one + (49) 


Da man 0, él 0, & im’ Punkte = beliebig wahlen darf, ist die L, also 


halbsymmetrisch. Die fit CoA ee more der Gleichungen (47) sind 
a wh. Oe es Ei v? a= Oe ee ee a ee (50) 


Es existiert jedoch ein Vektor u’, derart dass 


ul’ v oo == 0s Ely 0; Ev) A : x : . ’ * : (51) 


7) Eine Richtung, welche dieselbe Richtung hat als der Vektor v%, bezeichnen wir 
mit [v*]. Das Zeichen | _| bedeutet also ,,abgesehen von einem beliebigen Zahlen- 
faktor’. (D. VAN DANTZIG, On the general projective differential comer I. Proc. Kon. 
Akad. v. Wet., 37, (1934), 150—155, S. 150). 

8) Das iiber einer Xm definiertes Richtungsfeld | vj heisse kovariant konstant wenn 
der Bivektor vlé dv] in jedem Punkt der Xm verschwindet. (¢ symbolisiert wieder das 
kovariante Differential i.b. auf die Uebertragung der Ln). 

9) Die X> liegt durch Angabe von 3, der Zweirichtung und S nicht fest. 

0 
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ist, und es ist also 
Rig? ao" eo SOC! eo Fee en) 
Aus (52) erhalt man 
Ray 0, Mie se or (32 pe ee 2) 
denn infolge der Voraussetzungen darf man uw’ und v’ im Punkte a 


beliebig wahlen. Setzen wir nun voraus, dass die L, halbsymmetrisch ist, 
und einen alternierenden Kriimmungsaffinor besitzt. Wie oben bewiesen 
wurde, gibt es in diesem Falle ein Koordinatensystem, i.b. auf welches 
die Uebertragungsparameter festgelegt sind durch die Gleichungen 


viens (Oe 9) ee nee ee ee en () 
Fiir dieses Koordinatensystem hat (48) die Form 


Side Oo Osean ee ee eee 


Die Lésungen dieses Gleichungssystems, fiir welche 


Op El Ope = Oy sae ee ae ee) 
ist, sind, bei geeigneter Wahl der Koordinaten 1° 
ge * eet Bins, SR ee Loo 
0 0 


wo &, Bi und B} beliebig wahlbare Konstanten sind. 
O Os 


In der L, liegen unendlichviele kovariant konstante Vektorfelder, namlich 


Of Sky's Come ro ee ee eS) 
0 
wo die v’ beliebige Konstanten sind. Wahlt man in (58) 
0 
Ui BG ae eee eee ee (OO) 
0 0 


(die q* sind konstant) dann entstehen in der X, (57) unendlichviele 
Felder, die kovariant konstant sind. Damit haben wir den folgenden 
Satz bewiesen: 


Notwendig und hinreichend dafiir, dass es durch jeden Punkt & einer 
0 


L, und jede Zweirichtung in diesem Punkt eine X, gibt, in der zu 


jedem beliebigen Vektor v* der X, in & ein kovariant konstantes in der 
0 0 


X, liegendes Vektorfeld v’* existiert, so dass v’ =v’ ist in &, ist, dass die 
0 0 

L, halbsymmetrisch ist und einen in den ersten drei Indizes alternierenden 

Kriimmungsaffinor besitzt. Es existiert in einer solchen L, fiir n> 2 


ein Koordinatensystem i.b, auf welches die Gleichungen der X, lauten 


Ce Bas 
0 0 
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und die Vektorfelder 


dpe 


OF == i E® 
0 


wo die v* Konstanten sind, kovariant konstant sind. 
0 


In ahnlicher Weise wird gezeigt : 


Notwendig und hinreichend dafiir, dass es durch jeden Punkt & einer 
0 
L, und jede Zweirichtung in diesem Punkt eine X, gibt, in der zu 


jeder beliebigen Richtung |v’) der X,in & ein in der X, liegendes 
0 0 
kovariant konstantes Richtungsfeld |v’ \ existiert, so dass |v’ | —\|v*| 
0 
ist im Punkte &’, ist, dass die L, halbsymmetrisch ist und der Forderung 
0 


(15) gentigt. Es existiert in einer solchen L, fiir n > 2 ein Koordinaten- 
system 1.b. auf welches die Gleichungen der X, lauten 


fee. Benes 
0 0 
und die Richtungsfelder 
LO == ho] 
0 


wo die v’ Konstanten sind, kovariant konstant sind. 
0 


Physics. — Strémungspotentiale und Oberflachenleitfahigkeit. UI. Von 
Ep. VERLENDE. (Mitteilung aus dem “Laboratorium voor physische 
scheikunde der Rijksuniversiteit Gent’). (Communicated by Prof. 
He Ro INRUY Dn) 


(Communicated at the meeting of September 30, 1939.) 


§ 1. In einer vorigen Abhandlung') wurde darauf hingewiesen, dass 
bei gegebenem elektrokinetischem Potential ¢ die Oberflachenleitfahigkeit 
zu einer Verkleinerung des Strémungspotentiales E, Anlass gibt, und 
dass man diesem Einfluss der Oberflachenleitfahigkeit explizite Rechnung 
tragen kann, indem man der HELMHOLTZ—SMOLUCHOWSKIschen Gleichung 
einen Korrektionsfaktor hinzufiigt: 


a es (1) 
P ARCS te ee 
So 
oder 
bods, Lee 2 ‘= | ae ce 
— D ) Pp oe oy ee a ee 
mit 
ey 
a op eee ee) 


Die Grdsse ¢, ist eine direkt experimentell bestimmbare Cue die 
Grésse ¢ nicht, weil vorlaufig die spezifische Oberflachenleitfahigkeit o,, 
noch unbekannt ist. Wenn man aber die Messungen an die Kapillare r, 
kombiniert mit Messungen an eine Kapillare r, aus identischem Material, 
bekommt man eine zweite Gleichung fiir das wahre elektrokinetische 
Potential ¢: 


waa 20% 
c=a(1 are A 6 ° ° eo BO (2a) 
wo 
4 Jia, 
Daa PD: ee ce 


1!) A. J. RuTGers, ED. VERLENDE und Ma MOorKENS, Proc. Kon. Ned. Akad. v 
Wetensch., Amsterdam, 41, 763 (1938). 
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Aus den Gl. (2) und (2a) findet man: 


ee eee Og 


Ow = ae are . . + + . . + . 
(Gw)2,1 eee (4) 
La 9) 
und 

ig! 

(te a ee asa? age Sete (D) 
Si 2 
Ty TP 


Messungen an eine dritte Kapillare rz gestatten eine Kontrolle unsrer 
Betrachtungen: Die aus diesen Messungen, mit Hilfe der Gleichungen 


e re 
S3—_$1 9% 


(6x)3,1 — i a & 2 (4a) 
T; T3 
und 
oes 
ge at ee al ne 
(C)3,1 ‘ge (5a) 
T; v3 


berechtneten Werte von (o,)3; und (¢)3; miissen iibereinstimmen mit 
(Ow)2,1 und (C)21. 

Die auf diese Weise erhaltenen o, und ¢-Werte fiir KCI Lésungen 
findet man in der Tabelle I. 

Aus dem ¢-Wert folgt sofort das Moment per cm? der elektrischen 
Ladung der diffusen Schicht: 


- earn 
m= | exde=— 7 Ct dx = | 

0 0 ee O) 
oe aii= a -__ pt | 
=~ gq[7ar|, taal = Te 


Wir fiihren ein die Ladung pro cm? der diffusen Schicht / und ihre 
Dicke d, definiert durch: 


BE Se a ee a oe ee ee A 


Durch den Wert von € ist also der Wert von / noch nicht bestimmt. 
Wenn man aber die Annahme macht, dass nur aus einem elektrosta~- 
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auf die Ionen wirken, so kann man 
ableiten *): 


tischen Potential ableitbaren Krdafte 
folgende Relation zwischen / und ¢ 


Bas 


— hed Meee 1 8 
log = 42 116 +t4logc (8) 
In dieser Gleichung ist ¢ in mV. ausgedriickt gedacht. 
Die auf dieser Weise berechneten Werte von / und dann mit Hilfe 


von (7) berechneten von d sind in der Tabelle I gegeben. 


TABEIIEE SK: 
ins molt i. ohm *t ss in eae | SLM aN eee in a 
5 em! | 

2D 10,3.10-7| —75 == 43) Wl 2 OSS e222 2040 DS Oae 

6 16,3. — —85 SSS | Osea Ils 1660 8) 

20 35,2 .— == 9)}l == 134) 157 == IIS) 2090 —— 

40 MS) 5 = 5: SN || NS) =jky 2090 15. = 

80 125.0, = 95 —121 |3,18.— =36 2340 2, — 

| 

§ 2. Nach den ersten Versuchen, deren Resultate in der Tabelle I 


zusammengefasst sind, wurde eine neue Apparatur gebaut, deren Halfte 
schematisch in der Abb. 1 wieder- 
gegeben ist. Eine Konzentrations- 
anderung der Fliissigkeit 
grossen Gefass wird zu Stande 
gebracht, indem ein Tropfen von 


im 


der konzentrierten Lésung aus 


SSS 


dem kleinen Gefass in das grosse 
gepresst wird, also unter voll- 
standigem Abschluss von der 
Atmosphare. Das war auch des- 
halb von Bedeutung weil wir 
einen ziemlich grossen Fortschritt 
in der Reinheit unsres reinen 
Wassers erzielt hatten. Wahrend 
das reinste Wasser in unsren 
ersten Versuchen eine spezifische 
Leitfahigkeit von 6—8 X 1077 
ohm™! cm! besass, also immerhin noch ~ 5uAeq. von Verunreinigungen 
enthielt, war bei den neuen Versuchen die spezifische Leitfahigkeit unsres 
Ausgangswassers 2.10°-7ohm~!cm~!, was einer Verunreinigung von nur 


CE 


Abb. 1. 


Neue Apparatur zur Messung von 
Strémungspotentialen. 


2) A. J. RuTGERS und ED. VERLENDE, Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wetensch., 
Amsterdam, 42, 71 (1939). 
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1,5 Aeq. entspricht. Zur Destillation des Wassers, welche immer im 
Stickstoffstrom vorgenommen, und durch fortwahrende Messungen der 
Leitfahigkeit tiberwacht wurde, benutzten wir zwei Kessel aus Kupfer 
met Destillationsrohr aus Silber: beide enthielten gefiillt ungefahr 20 1, 
Wasser; aber wahrend der erste Kessel von normaler Form war 
(Durchmesser 30 cm, Hdhe des zylindrischen Teiles 25 cm) hatte der 
zweite die Form eines Ofenrdhres (Durchmesser 18 cm, Hédhe 80 cm). 
Bei der Destillation zeigte sich nadmlich, dass das Wasser immer “besser” 
wurde, je weiter man ausdestillierte; um diese Eigenschaft gut ausniitzen 
zu k6nnen, wurde ein so enger hoher Kessel gebaut. Der erste Kessel 
wurde mit 20 1. gewohnlichem destilliertem Wasser gefiillt; von dieser 
Menge wurde 15 |. abdestilliert, der Rest in den zweiten Kessel gegossen. 
Nach viermaliger Wiederholung war der zweite Kessel gefillt; von 
dieser Fiillung wurde ungefahr 12 1. abdestilliert, nnd dann 51. in einen 
Jena-Kolben mit eingeschliffenem Stdpsel hineindestilliert; dieses Wasser 
bildete den Versuchsvorrat; er geniigte fiir alle Versuche mit einer 
Elektrolytlésung, also mit drei Kapillaren; auf dieser Weise wurde erreicht 
dass wir bei den Versuchen mit den drei Kapillaren mit identischen 
Fliissigkeiten arbeiteten; tut man das nicht, so bekommt man, wie wir 
erfahren haben, wertlose Resultate. 

Der Forderung eines identischen Wandmaterials wurde in der Weise 
Rechnung getragen, dass die Firma SCHOTT und GENOSSEN, Jena, auf 
unsre Bitte Kapillaren von verschiedenem Diameter aus einer Schmelze 
von Jena 16III Glas angefertigt hat; wir méchten auch an dieser Stelle 
der Firma SCHOTT unsren besten Dank aussprechen. 

Dass grosse Gefass der Abb. 1 enthalt in gefiilltem Zustand ungefahr 
0,4 1. Wasser; fiir einem Versuch braucht man also 0,8 l., fiir drei 
Versuche 2,4 |.; mit unsren 5 |. hatten wir also noch eine gute Sicher- 
heitsmarge. Die Fiillung unsrer Gefasse geschah wieder in Abschliessung 
von der Atmosphdare, und mit Hilfe eines Hilfsgefasses, dass gestattete, 
genau 0,4 einzufiillen. 

Die friiher beschriebene Apparatur zur Erzielung eines beliebigen 
konstanten Druckes wurde mit folgender kleiner Verbesserung wiederum 
benutzt: der Stickstoffiiberschuss entweicht in ein kleines Gasblaschen: 
wenn so eine kleine Blase sich lossreisst, gibt es eine kleine Druck- 
schwankung; zur Déampfkung dieser Druckschwankung wurde eine 
Kapillare von passender Lange (100 mm) und Diameter (1 mm) zwischen 
geschaltet. 

Bei den elektrischen Messungen ist auf peinlichste Isolierung und elektro- 
statische Abschirming zu achten: so war es notwendig, nach jeder Mes- 
sung der Leitfahigkeit die Zufuhrdraéhte wieder zu entfernen; die nach 
dieser Entfernung hinterbliebenen Locher in der elektrostatischen Ab- 
schirmung wurden mit Messungplattchen wieder abgedeckt. 

Die Temperatur des Versuchlokals wurde auf einige Zehntel eines 
Grades konstant gehalten. 


Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, Vol. XLII, 1939. 51 
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Die Strémungspotentiale wurden wieder mit einem Cambridge Elektro- 
meterrohre Potentiometer gemessen, die Leitfahigkeiten mit einer Kohl- 
rauschbriicke mit Verstarker. 


§ 3. Mit dieser Apparatur wurden Messungen vorgenommen an 
Losungen von KCI (0—400 « mol/l.), HCl(0—200 « mol/l.) und CaCl, 
(0O—100 wu mol/l.), (Tabelle I, If und IV; ¢; steht ftir ¢,, ¢, ¢3; ent- 


i E; 
sprechendes gilt fiir oe Ra in ohm, og in ohm! cm“, Dp in mV/gcm~?, 


TABELLE IJ. Lésungen von KCL. 


x EN Wen | On By P —¢, Temp. Rx OB BP —f, 
ON 234 0008S: 25 10S 1650 71 0)) 23°25). 404-500) 12,12, 057) 2360 67.0 
20 | _ 180.000 |4.76.— | 1300 83.0 
6 MOO WH OO) ys 104.5 | — 89.280 |9,60. — | 839 108.0 
10 44.050 |1,73. — 490 11220 Hor, MO) [lS MOO) S70) SES 
20 WE, BIO! |B NP? , = | 303 25) DY) PSS), 330 128.0 
40 122930815:8S = 162 | 126.5} 23°4 15 etS3a5)05 a= 169.5 | 128.0 
60 87 9400/8) 50 Wis) | UWAE.0 | = 1ORSS0018;30e—= ING 5) |) LAD. 
100 510) (20. IO=3) sod a7 @|| = Ha) [NB 5 IOS ZOLONMI2Z920 
200 721K) |Z205t = GAS | O.O |) == SVAN 270), = Soro dl || WBS) 
400 (| -fe43115.328 = lee 16.8118 0 = 11635 5,240ce 16.5 | 116.5 
0 | 313.000 |2,43. 10-7) 3450 108 | 24°5 | 297.500 |2,88 . 10-7] 3060 SO 
2 | 143.600 |5,30.— | 1870 127 _ 153750005 58ee——eli755 127.0 
67.800 |1,12. 10-6 1010 15 EES 78.900 |1,08 . 10-6 1018 143.0 
10 55 e (V0) lA, 692 150 — Bye}. 554018) |) fof) , —— 716 149.0 
20 232 900M Sor 378 154750) 28.890 |2,96. — Beet) ASI 5) 
40 127700) 15,985 199 I5NO]) = 150601569 — Ree |) WSL© 
60 of AA0) lhe), — 13305" I49RS 2427 105207 |8,405 — 137 149.0 
100 530) hee O93) GO). eas) | — O,P6e 37, OHS, Bil 145.0 
200 BAS W245 s—= S9RON IS 7A 0e2oq0 SAMS SO. = BD || WBS) 
400 BSS [A = 19.3 | 130 = 164005, 22 = 19.2] 128.0 

171.000 |4,45. 10-7} 2480 139.751) 25°5' 228.600) 13,75. 10-71" 3000 63) 

2A ANO4 6008 7,27y L660 15270) — 12921008 65635820 154 

59.890 |1,27. 10-6 990 15970) 68.100 |1,26.10-6) 1080 162 

10 BLN WE « == 700 WBY/ 5) || WSS) S/o TEKO) | 7), = 701 166 

20 = PB NAO BENG — 404 164 
40 1224800 Owl 203 1572 Oe 4550015) ne— 207 157.0 
100 DVO sO. IC=9) — 7/9),55 | ISSO |) HOS 6.150 |1,39.10-5) 84.5] 153.5 
200 2e6200|2290 5 AO) | SPO) — Se 200M 268 2D) | W625 
400 Neal) (55200), — AV LO | 1S 0!) = IROSON Seon AOS || ABD 
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TABELLE Ill. Lésungen von HCI. 


See 


cin 
«mol/I, i 
ae Seo at cee a | 
0 | 397.000 |1,915. 10-7| 2075 5475119909 | 479.000 |1,79.. 10-7) 1935 47.5 
2 1115 60016,8202. 4930 (115.0 -- | 129.400 |6,61.— | 1280 116.0 
34.470 |2,202.10-6 380 |115.0) — | 38.900 |2,2-. 10-6 383 116.0 
10) 207 100113,78 |= 203 | 105.5| 22°3 | 22.680 |3.77.— | 206 106.5 
20 | 9.800|7,84.— | 88 ) 93.5} — | 140.870 |1782.— | 83 | 95 
40 4.848 1,57 .10-5| 40 86.0! 22°4 5.380 |1,59.10-5) 40.75! go 
60 | 3.220|2,36.— 27 87.0] 22°5°| 3.570 2.4 .— 26.2 | 86.5 
1009} "12955.13/90;, — 15-7184, 0) 2294" 25163 13,96, — 15.45} 83.5 
150 1. 308)15,82.. = 10.6 | 84.5} — 1.442 |5,94. — 10.4 | 84.5 
200 O77 NET 8.1 | 85.5] 22°5 1.087 |7,88 .— 7.85} 84.5 
0 | 407.000 |1,87 . 10-7 22°4 | 434.000 |1,97. 10-7] 3600 97 
2 /107.000)7,1 .— |1400 |135.5| — | 127.000-16,72.— |1470 | 135 
6 | 33.560/2,26 . 10-6 389 |120 | — 4} 39.350 |2,18.10-6| 399 | 118.5 
107) 1926004388. 2098 =) 108 es 2282013, 754== 207 || 107 
20 | 9.55017,95 . — 92 98.5; — 11.050 |7,75, — 94 98.5 
40 | 4.740/1,602.10-5| 43.8 | 96.0| 22°5 | 5.455 11,57.10-5| 45 96.5 
GO| 324421749 1 |) 28.4.) 9375 22°4"| 3.650 |235.— | 30 | 965 
100 1.896 |4,01 . — 1720 |) -9305\) = 2493 13,0 7 67) 9445 
150 1.260 |6,04 . — 11.25) 92.5] 22°5 1.475 (5.8 .— 11.75] 93.5 
200 952 17,98 .— 835 S00 22°61 etal? 7.7 = 8.87! 93.0 
358.000 |2,12 . 10-7 22°2 | 400.000 |2,14.10-7/ 4450 | 130 
101.600 |7,48 .— |1450 | 149 25124 000016,9" == Wi54000) 14605 
34.900 |2,18 .10-6/ 441 |131 | 22°41] 37.800 |2,265.10-6| 412 | 127.5 
10) |) 19°820113,84 , 12993; |116 Bee 229703 73a 1 220" et 16k5 
20) 6 95740118,03. == 95.5 |103 | 22°5 | 11.145 |7,68. — 99 104 
40 | 4.805]1,58 .10-5| 45.5 | 98.5] — 5.520 |1,55.10-5| 45.7 | 97 
60 |} 3.194|2,38 .— 30-57] 99°51) = 3668/2, 435.-=. | ens120 99 
100 11993713:93., = 18.10 9720:) 2226.) 92.190:13,91, = 18.4 | 98 
150 1.294 |5,86 .— 11.9 | 96.0} 22°5 1.450 |5,91. — 1232897 
200 975|7,79 . — 9:15] 96,0) = 7a OTe 9.5 | 99 


¢ in mV; in jeder Tabelle beziehen die Zahlen sich der Reihe nach auf 
die engste, die mittlere, die weiteste Kappillare). 

Die Radien der Kapillaren wurden zu r; =0,0106 cm, r;=0,0229 cm, 
r, —0,0398 cm bestimmt. 

Aus den so erhaltenen ¢;-Werten wurden mit Hilfe der Gleichung (4) 
(o.)3,1 und (6,)2,1 berechnet, mit Hilfe der Gleichung (5) (¢)31 und (2)21; 
die so erhaltenen Werte sind in der Tabelle V zusammengefasst, und 


in den Abb. 2—6 aufgetragen. Wir mdéchten hinweisen auf die gute 
Sle 
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TABELLE IV. Lésungen 


von CaCl. 


SS 
c in Ra Oa E/P | —s,|\Temp.| Rp OB EJP \%, 
amol/] 
gate yh ee 
lisboa) Sage 700| 1,865.10-7}2150 | 54.3 
0.5/218.700| 3,480.— |1430 | 66.5) — |270.800] 3,160.— |1470 | 61.5 
1 |160.300! 4,740.— |1108 | 70.2} — |189.600] 4,520.— | 1115 | 68.5 
1.51126.300/ 6,010.— | 920 | 74.0| — |148.500] 5,765.— | 832 | 73.0 
2.5) 89-010) 854 .— (AZ10- | B10) ss 105 1808 130 oes 
5. \ 512640) 14.70 5 — meds) 88,0) = Neoretonn 14, 00: aml 452 suleeoa 
10. | 28.7101 2645>5-—— | 2549 160.5) = |) 34.140" 2510s = 260 eset 
15 | 19.700| 38,5 .— | 176 | 91.0] 22°7 | 23.400] 36,60 .— | 180 | 89.5 
95 | {2.1631 62,5 «= | 106 88.5) — |) 14,4201 5940 2= |) 110 9) 8825 
50 Row ON 52.7| 85.5, — Tasos (15 00 54.5] 85.0 
75 6717s 0 37.0 676 5 5.060 |169,20 . — 35.9)) 82:0 
100 561031) eee 2552) 80. 0 3.862 !224,00 . — 26.2| 79.0 
0 |355.700) 2,14 .10-7 22°6 | 326.000} 2,62 . 10-7 
0.51227.500| 3,34 .— |2218 | 99.0] 22°7 }219.000; 3,91 .— |1985 {105 
1 |169.500| 4,45 .~ {1670 |100.0/ — |180.400| 4,75 .— | 1560 |100 
2 1109-650) 6.94 ,= 11100) 11020) 22°47) 1210500) 7.05 = 1057e 101 
2.5| 92.000! 8,26 .— | 937 |104.0| 22°5 | 102.970] 8,33 .— | 920 |104 
5 | 53,5001 142 .— | 538 |10205) = |) 50.340] 14.437 1532 104 
7.5 |) 38,080) 19,95 s22 || 385) 103.0) = 422210 20.400 =n 70un ONES 
10. 1) 29,485\95.80 ,=2 | 288° |-99.5| = 49320645) 96.20 ea) 282a10070 
159 | *2022251\'37,.6.., = 4) 19604 98,51) ==") 2205104 3800 sie oO moe. 0 
25 1010367 \'615. ( Wellsi4) 95.5) = 145090 160/800. ee tiger o4n0 
50 6.3551119,5  . — 55.5| 89.0; — 7.370|116,00 . — 55.8) 88.0 
75 432711755 ,— 347882. 0l = 51 032|/170,20) a= 36.1] 83.0 
100 3.325|2280 26:4 1S10\ = 3:919 12185 .— 27.2] 81.0 
0 |412.000| 1,84 .10-7 22°4 | 475.500} 1,8 .10-7|5200 |127 
0.5| 247.000} 3,08 .— |2880 120.0} 22°3 | 275.500} 3,11 .— |2860 |121 
1 | 174.340] 4,35 .— |1990 [118.0] 22°4 | 188.600) 4,54 .— |1905 |117 
1.5|136.650| 5,56 .— |1410 |106.5| 22°5 | 145.750] 5,88 .— |1475 |117 
2.5 95, 200h 17,98. == | 997) 1f07.5i) t= 1101870) 6841s Oost 14s 
5 | 54.140 1402 .— | 600 1114.0) = | 60.070) 14,10 .— 9593 “lite 5 
7.5| 37.930| 20.0 .— | 405 110.0) 22°6 | 43.120] 19.85 .— | 404 |109 
10 || 28.960) 26,25 .— | 9302 I107.5|) =) 33-440) 25.60) 1306 1i0e.5 
15 | 20.116] 378 .— | 198 ‘\OL.5) 22°5) | 22-760) 3765 ae 9 203851100 
25 | 12.270) 62,0. 2 117 1,98 0 92e71) 13. 745 1062 2 ee gue toe 
50 6.310|120,0 .— 56) OL 01922°6: | 7519511100 meee 56 | 90.5 
75 .310|176,3 .— 36 | 86.01 22°8 | 4.955|173,0 .— 36.8] 86.0 
100 .294|230,5  . — 268 8350) eee 7322295 26 9) 83.5 
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Uebereinstimmung zwischen die (¢)3, ;-Werte (durch welche immer die Kurve 
gezogen ist) und die (¢)2;~Werte; darauf, dass der Wert von (0,)31 fiir 


in mV, 
-250 
] ) 
) eat ii ] 
eens eo | 
Meal ie 
iin | 
-200 ' 
a 
- - + = | 1 
| a 1 
T 
o 
-150 (2 | 
| 
— | 
Gi, 
+ + + | 
T = { 
-100 | | 
= = IL 
== == + 
= = 
-50 i | 
i | uJ) | 
| i 
aroma ms ir eo 
an | 
0 10 20 30 c in js mol/l 


Bide) 2.6 ei 3uson bs und (¢)3 4, &)2, als Funktion der Konzentration fiir KCl-Losungen. 


G 


in 10° ohm’ 
10 


0 . 
0 100 200 300 400 + $500 Cin pmol/t 


Fig. 3. (6,,)3 1 als Funktion der Konzentration fiir KCl-Lésungen. 
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eine KCl-Loésung von 500 u mol/l. (Abb. 3) 9,5.10°§ ohm™ betragt, in 
guter Uebereinstimmung mit dem Werte von MCBAIN?); dass alle (¢)3,1-c- 
Kurven einen ,,normalen” Verlauf zeigen; dass das auffallende Maximum 
in den ¢;-c-Kurven von H Cl eine Folge des Minimums in der o,,-c-Kurve 


S 
in mV 
-250 7 
il I ‘all 
Lt L 
me a i] 
-200 | | Jeske 
i eee 
7 7 ieee 1 1 
el | | | [ 
150 1 r es) at IE 
| Gai 


i a 4 
aN hr + — 3 
-/00 
— all 
Mi) oe ~-- 
= eS Se zt 
eel Ss | — 
-50 [| | a (| | | | 
TP 
=i ‘|e etal = 4h 
tt dk a a i Hes Ea a 
aeies Aaicla 
atu 1 — 
(0) 
0 10 20 30 Ewin mol/l 


Figura, 2 26) Xa), S (c), &3 (c) und (3)3 4 (c), (5)3 9 (c) fiir HCl-Lésungen. 


0 50 100 150 200 Cin armol/t 


Figo) (ce a4 (c) fir HCl-Lésungen, 


ioe Ne a u.a. J. Am. Chem. Soc. 51, 3294 (1929), J. Phys. Chem. 34, 1033 
; 39, 331 (1935); H. L. Wuire, F. URBAN and E, A. VAN A 
36, 3152 (1932). Ma 
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fiir H Cl ist (Abb. 5). Schliesslich wurden mit Hilfe der Gl. (8) und (7) 
Werte von der Ladung pro cm?/ in der diffusen Schicht und von der 
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Fig. 6. °¢; (c), & (e),8, (ce) und (5)3 4 (c), (3)3 2 (c) fir CaCl,-Lésungen, 


Fig. 7. (¢)3  (c) fir KCl HCl, und CaCl,-Lésungen. 
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TABELLE V. Werte von Gw (c), ¢(c), 1 (c) und d (c). 


(6w)2,1 in 
ohm—! 


(< 10-8) 


(Gw)3,1 in 
ohm—! 


(< 10-8) 


(<)3,1 |(s)2,1 T) 


inmV |inmV 


A. KCl — Lésungen. 


d3,1 in cm 


(< 10-6) 


0 7.9 (269 I-10) 2i4as Ore O34 2736 74a ee = 
2 5.6 83%) |-127 1-154. | 0.50 | @.53. 12231) 2233 1 2090 2.24 
6 10.8 104 |=144 Ie62 |) a:55 O61 |=203) 215 2450 1.74 
10 16.0 15) 21500 leetes 41) 0.6! 0.65 |—198| —203] 2880 1.44 
20 27 127 |-153 |xte4-| 0.70 | 0.72 |-21831 <13861 3020 1.26 
40 57 128) SS tnest57 ln 4a01 [e199 )| 271) 220787 0 3310 1.07 
60 84 [198 [49 | i565) 444 1.57 |—169| —173| 3980 0.90 
100 137 128 |=146 153° |) 908 216 2164) = 165!) aateae 0.74 
200 266 192) 2136 e147) 4 3.3 1592151 <s8s0 0.56 
400 522 147 Vazeh ego 7 5.8 |—149| 141] 6700 0.46 
B. HCl — Lésungen. 
0 2 We 5h Wso7e ) 2130) | oisi ae orate ea eo = 
2 | 7 405 Nas, elds) 016 O21 2165 k=-170 11 660 5.2 
6 | 22 2115) 12119) |129. || 0-90 0.56) 135 | 4146 1) 630 4.5 
10 38 106 |—108 |~116 | 0.27 0.85 |—120/—129]| 600 4.2 
20 78 | 94 98 |-104 | 0.62 1.41 |—108] 113] 675 are 
40 158 88 96 99 | 1.49 1.41 |—104| 103} 890 aS 
60 238 ay 95 98 | 2.28 2.13 |—104] —102] 1100 2.0 
100 394 =F 850 504 2098) eeico 4.82 |—104 —104) 1410 155 
150 590 Pe A852 sh=ro4 sy) 50.03 WH Eso 7. —104| —104| 1740 (3 
200 780 ey ie ey 2 te) oa 9. —104, —104| 2000 ee 
C. CaCl, — Lésungen. 
0 12957 ee E97 eeoncG &, - 13270 |) ee 
0.5 3.2 |—~ 64 |-102 J—121 | 0.30 0:22 et Sie toi eee 3 
1 4.5 | 69.3);=102 |-118 | 0.31 0.25) shee se e150 ee = 
iB 5 Bee 735512107 Seas aa enne? 0.20 ien4g) ete ee = 
25 eee Steer aus |) ay Coie iesi37 137 ee a 
5 14.2 1 87 W104 tia | 036 0.42 t=128| 131! 6900 0.39 
10 25:8, +|_089.5| 2100 \-2107) | OO Nm Ors4a ceti sled en eecon 0.43 
20 37.7152 90 W=-98 wloton. lmeorss 0.44 |—107| 108! 5000 0.45 
25 62 = 88,5|2295 152-9891 0157 eG 508) 107 ee 10s saan 0.40 
50 119 = 8551= 88.51 91 |) O62 005 f=. 93/2054) 65300 0.37 
75 174 ye Se) ae hes 1.16 |— 88} — 89] 5000 0.36 
100 229 == 79) |e (er l-oeg3 51) G0. 85 1x6> ess e675 400 0.33 


tT) (e)a1 far KCl; (6)3,2 fir HCl und CaClb. 


*) Hier ist der gemessene ¢:-Wert durch einen auf der ci-c-Kurve liegenden Wert ersetzt. 
**) Der Wert von / kann nur berechnet werden, wenn die Konzentration bekannt ist ; 
deshalb kénnen I-Werte nur berechnet werden fiir Konzentrationen, welche grésser_ sind 


als die Konzentration der Verunreinigungen. 
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Dicke d dieser Schicht berechnet; auch diese Werte finden sich in der 
Tabelle V. 

Schliesslich wurden die erhaltenen (¢)3,1—c-Kurven fiir KCl, HCl und 
CaCl,-Lésungen in der Abb. 7 zusammen aufgetragen. Auffallend ist, 
dass keine Gruppierung nach der Wertigkeit des Kations existiert. 


Zusammenfassung. 


Es wird eine neue Apparatur zur Messung von Strémungspotentialen 
beschrieben; Messungen an Lésungen von KCI (0—400 u mol/l), HCl 
0—200 wu mol/l) und CaCl, (0—100 u mol/l) werden mitgeteilt. Der wahre 
¢-Wert und die spezifische Oberflachenleitfahigkeit o,, werden als Funktion 
der Konzentration ermittelt. Met Hilfe der Annahme, dass nur aus einem 
elektrostatischen Potential ableitbaren Krafte auf die Ionen wirken, wird 
die Wandladung pro cm? und die Dicke der diffusen Schicht d als 


Funktion der Konzentration berechnet. 


Chemistry. — Les dérivés aminés de la pentaérythrite. 1V 1). Loxytria- 
minotétraméthylméthane. Par M. BEYAERT et F. GovAERT. (Com- 
municated by Prot. J. BOESEKEN.) 


(Communicated at the meeting of September 30, 1939.) 


Dans nos précédentes contributions a l'étude des dérivés aminés de la 
pentaérythrite nous avons décrit les dérivés di- et tétramines. 

Tandis que nous poursuivions ces recherches et que le travail sur la 
triamine de la pentaérythrite fut continué dans notre laboratoire, deux 
auteurs anglais, LITHERLAND et MANN 2), firent connaitre les résultats d'une 
recherche dans laquelle ils avaient caractérisé, sous forme de quelques sels, 
cette triamine obtenue comme produit secondaire. 

Pour l’obtention en effet de la tétramine de la pentaérythrite, but 
essentiel de leur travail, ils font réagir la tétrabromepentaérythrite sur le 
dérivé sodique de la para-toluénesulfonamide. Dans cette réaction ils 
obtiennent a cdté du produit principal tétrasubstitué, une petite quantité 
de N-para-toluénesulfonyl-3.3 . di-para-toluénesulfonamidométhyle-trimé- 
thyléne-imine: 


VN 
H;CH,C,SO,—N C = (CH>—NH=SO0,C,H.CH3)3. 


\cH,” 


Sous l’action de l’acide sulfurique a 70 % la saponification de ce produit 
est accompagnée d'une ouverture de l’anneau avec formation de l’oxy- 
méthyle-triaminométhylméthane. 

La méthode, suivie par nous pour la préparation de cette triamine est 
complétement différente. 

Comme la substitution directe du brome par NHgs dans la tribrome- 
pentaérythrite donnait de mauvais résultats, nous avons tout d’abord 
préparé le 3.3. dibromométhyle-oxacyclobutane: 


a Oe CH>Br 
CH) CH3Br 


Ce produit s’obtient aisément avec un rendement de 79 % par l’action 
de la potasse alcoolique sur la tribromhydrine de la pentaérythrite. Ce 
dérivé dibromé, sous l’action aussi bien de l'ammoniaque liquide que d’une 


1) Les dérivés aminés de la pentaérythrite II et III: Proc. Kon. Ned. Akad. v. 
Wetensch., Amsterdam, 42, 637—648 (1939). 


2) A. LITHERLAND et F. MANN, Soc. 1588 (1938). 
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solution aqueuse-alcoolique d'ammoniaque, est transformé d'une maniére 
quantitative en bromhydrate de la diamine correspondante: 


Van OR peaks . HBr 
O € 


\ cH” \ cH NH; : HBr 


Une étude plus approfondie de cette diamine ainsi que de plusieurs 
dérivés de celle-ci fait en ce moment l'objet d’une recherche en cours. 

Cette substitution extrémement facile des deux atomes de brome par 
NHg, démontre clairement I'influence considérable qu’exerce la fermeture 
de cet anneau sur la mobilité des atomes d’halogéne. Alors que la 
dibromhydrine de la pentaérythrite par exemple ne réagit avec l'ammonia- 
que gqu’a des températures élevées1), la réaction avec le 3.3. dibromo- 
méthyle-oxacyclobutane se produit facilement a la température ordinaire. 

Le dérivé acétylé de cette amine est identique a celui obtenu par 
acétylation du produit de la réaction de la dibromhydrine avec une solution 
alcoolique d’ammoniaque, et décrit dans notre travail sur le dioxydiamino- 
tétraméthylméthane. Nous disions alors qu'une preuve chimique complémen- 
taire de la constitution de ce produit serait donnée dans une publication 
ultérieure. En effet, la synthése de ce produit, suivant la méthode que 
nous venons dindiquer, devait étre donnée dans le travail actuel, vu que 
cette €poxydiamine était le point de départ pour la préparation de 
loxytriamine. 

Le monohydrate de la diamine sémispirocyclique libre se présente a la 
température ordinaire sous forme d'un liquide incolore visqueux, bouillant 
a 122° sous un vide de 15 mm. De cette diamine nous avons encore 
préparé le chlorhydrate, l’oxalate et le picrate. Pour aboutir a la triamine 
de la pentaérythrite le bromhydrate du 3.3. diaminométhyle-oxacyclobutane 
fut traité 4 la température de 200° par une solution aqueuse d’ammoniaque. 
Dans ces conditions l’'anneau oxacyclobutane s’ouvre avec fixation d'une 
molécule d’ammoniaque et on obtient le dérivé triaminé de la pentaérythrite 
avec un rendement de 70%. 

Ces deux réactions, substitution du brome par NHgs et ouverture de 
l'anneau, peuvent d’ailleurs se faire en une seule et avec le méme 
rendement. 

De toute facon on obtient chaque fois aprés évaporation de la solution, 
un produit tout a fait exempt de sel ammoniacal. Aucune séparation n'est 
donc nécessitée et une recristallisation convenable suffit pour obtenir le 
tribomhydrate de la triamine a l'état de pureté. 

La triamine de la pentaérythrite, contrairement a la di- et a la tétramine, 
qui se présentent sous forme du monohydrate, distille a l'état libre. Elle 
s'‘obtient aisément en traitant le bromhydrate par de la potasse caustique. 
Le point d’ébullition est de 131° sous un vide de 1.1 mm. Le produit, a la 


1) Voir notamment: F. GOVAERT et M. BEYAERT, loc. cit. 
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température ordinaire, est une substance solide vitreuse, parfaitement 
incolore mais légérement opaque. II fond a la température de 121°. 

Le dérivé tétra-acétylé se présente également sous forme d'un verre, 
mais complétement transparent. 

La préparation de la triamine libre peut également se faire en partant 
du monohydrate de la diamine sémispirocyclique. Le rendement obtenu de 
cette maniére est de 85 a 90%. 

Comme sels de la triamine nous avons préparé a coté du bromhydrate, 
le nitrate, le sulfate et l’oxalate. 


PARTIE EXPERIMENTALE. 


La tribromepentaérythrite. 

Cette substance fut obtenue en grande partie comme produit secondaire 
lors de la préparation du dérivé dibromé, par l'action de l’acide bromhydri- 
que a 66 % sur la pentaérythrite. On peut facilement augmenter la 
quantité de tribromhydrine formée en effectuant la réaction a la température 
de 160° au lieu de 140°. 

Une certaine quantité fut également obtenue sous forme du dérivé 
acétylé par la méthode de PERKIN et SIMONSEN!) qui donne d’excellents 
rendements, comme l’ont pu constater également LITHERLAND et MANN 2). 
La purification de la tribromepentaérythrite se fait aisement en opérant 
comme suit: on dissout le produit 4 chaud dans du tétrachlorure de carbone, 
on laisse refroidir et on ajoute prudemment de l’éther de pétrole (60—70°). 
Dans ces conditions le produit se dépose lentement et sous une forme bien 
cristallisée. 


Action de l’ammoniaque alcooligque sur la tribromepentaérythrite: 

Comme l’action de l’'ammoniaque alcoolique sur la tétrabromepenta- 
érythrite conduit a l’obtention de la tétramine 3), nous avons tout d’abord 
essayé cette méthode. Nous pouvions d’ailleurs nous attendre a une 
hygroscopicité beaucoup moindre des sels de la triamine que dans le cas 
de la diamine, de sorte qu’en l’occurrence on pouvait présumer une 
séparation plus facile de la base. Toutefois les résultats n’ont pas répondu 
a notre attente. 

200 cc d’alcool saturé d’ammoniaque 4 0°, additionnés de 20 gr. de 
tribromhydrine sont chauffés a l’autoclave durant 20 heures a 125°. 
Aprés avoir chassé l’'excés d’ammoniaque et distillé partiellement l’alcool 
on obtient tout d’abord une cristallisation de bromure d’ammonium pur. 
Ensuite par cristallisation fractionnée on obtient des mélanges de bromures 
d’ammonium et de différentes amines, inséparables par recristallisation ou 


1) PERKIN et SIMONSEN, Soc. 87, 860 (1905). 
?) LITHERLAND et MANN, Soc. 1594 (1938). 
%) F. GOVAERT, Proc. Kon. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, 37, 156 (1934). 
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par addition d’acide bromhydrique. C'est pourqoui le produit total de la 
réaction fut traité par un poids de potasse caustique correspondant a la 
quantité d’ions de brome présents. Le bromure de potassium est essoré 
et l'ammoniaque et l’alcool sont séparés par distillation. Le produit restant 
est distillé dans le vide. 

A 121—122° sous 15 mm il distille une certaine quantité d'un liquide 
visqueux, qui, comme nous le verrons au cours de ce travail, est le 
monohydrate du 3.3. diaminométhyle-oxacyclobutane: 


CH) CH)NH> 
er cs 


CH,” NCH NH. H,0 


La constitution de cette diamine fut démontrée: 

1°. par analyse du bromhydrate, 

2°. par le fait que sous l’action de l'acide bromhydrique concentré 
et chaud l’anneau oxacyclobutane s’ouvre, avec formation du bromhydrate 
du 2.bromométhyle-2 . oxyméthyle-1.3 . diaminopropane. Ce produit est 
identique a celui obtenu et décrit dans notre travail sur le dioxydiamino- 
tétraméthylméthane 1). Le mélange de ces deux bromhydrates ne provoque 
aucune dépression du point de fusion. 


Analyses: 


I. 2.977 mgr. de substance, volume No: 0.254 cc a 21° et 767 mm. 
% Noe trouvé: 9.99, 


oR _/CHaNE HBr 
Calculé pour O Dee 10.07 2G: 
Nc CH)NH). HBr 


II. 2.208 mgr. de substance, volume Ny: 0.148 cc a 21° et 768 mm. 
% No trouvé: 7.86. 


Calculé pour BO Ola. 


BrHyC/ \ CH NE} . HBr 

En poursuivant la distillation sous un vide de 0.001 mm et en chauffant 
le bain jusque 200° on peut faire passer la plus grande partie du produit 
de la réaction, sans toutefois pouvoir constater un point d’ébullition 
constant. De ce distillat, qui est certainement un mélange de plusieurs 
produits il n’y a d’ailleurs pas moyen de séparer la triamine sous forme 
d'un de ses sels. 


Afin de pouvoir isoler éventuellement une certaine quantité de triamine 
nous avons dans une opération suivante acétylé le produit de la réaction, 


préalablement évaporé a sec. 


1) F, GovAERT et M. BEYAERT, loc. cit. 
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L’extrait chloroformique du produit d’acétylation fut distillé dans le vide. 
On obtient dans ces conditions une petite quantité du 3.3. diméthylamino- 
acétyle-oxacyclobutane: 

CH,NH COCH, 


ee ee 


\cHy” \\cH,NH COCH; 


produit également décrit dans notre travail précédent. 

La quantité de produit acétylé, facilement séparable, nous permit de 
déterminer le rendement en époxydiamine. Calculé par rapport a la 
tribromepentaérythrite mise en oeuvre, celui-ci correspond a environ 15 %. 

Aprés séparation de ce produit il ne passe plus rien a la distillation. 
A 200° et sous un vide de ;,/55 de mm le restant du produit de la réaction 
se décompose lentement. 

Nous pouvons donc conclure que dans I'action d’une solution alcoolique 
d’ammoniaque sur la tribromepentaérythrite il se produit plusieurs réactions 
secondaires, de sorte que cette méthode ne convient pas du tout a la 
préparation de la triamine. 

La formation de l’époxydiamine dans cette réaction se comprend 
aisément. C’est en effet. la réaction ordinaire d’enlévement d’une molécule 
d’hydracide sous l’action d’une base. Dans ce cas spécial c'est l’action de 
l’ammoniaque alcoolique qui enléve une molécule d’acide bromhydrique a 
la tribromhydrine: 


HOH,C CH2Br CH, CH2Br 
NH3 +> yee > og Dee = NEBr; 
Br H,C CH>Br CH? CH2Br 


Une fois l’anneau oxacyclobutane formé, les deux atomes de brome 
sont remplacés facilement par NHy, comme on le verra plus loin dans la 
préparation du 3.3. diaminométhyle-oxacyclobutane. 


Action de l’ammoniaque liquide sur la tribromepentaérythrite. 

La tribromhydrine de la pentaérythrite est trés soluble dans l’'ammoniaque 
liquide. Cette solution, laissée pendant trois semaines a la température 
ordinaire, abandonne, aprés évaporation de l’'ammoniaque, la tribromhydrine 
inchangée. 


Préparation du 3.3. dibromométhyle-oxacyclobutane : 


CH CHB 
of DK a 
\ cH \ cups 


A une solution de 50 gr. de tribromepentaérythrite dans 100 cc d’alcool 
on ajoute en une fois une solution alcoolique concentrée de 8.6 gr. de 
potasse caustique c.a.d. la quantité nécessaire 4 l’enlévement d’une molécule 
d’acide bromhydrique. On agite légérement pour homogénéiser la solution 
et on chauffe doucement au bain-marie. Déja vers 40-—45° il se sépare 
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abondamment du bromure de potassium. La solution est portée a l’ébullition 
et maintenue a cette température pendant une demie heure. On laisse 
ensuite refroidir et on essore le bromure de potassium. La quantité obtenue 
de ce produit correspond pratiquement a celle de la potasse caustique 
employée. 

Aprés distillation de l’alcool et d’une petite quantité de liquide a odeur 
irritante, le produit passe a la température constante de 119° sous un vide 
de 18 mm. La quantité obtenue est de 22.5 gr. Si l'on tient compte de la 
tribromhydrine non transformée gue l’on retrouve aprés la distillation 
(12 gr. soit 24 %) le rendement en dibromométhyle-oxacyclobutane s’éléve 
a 79%. 

L’emploi d'un excés de potasse caustique ou l’addition de la base par 
petites quantités a la fois n’améliore pas le rendement. 

Les mémes résultats sont obtenus en partant non pas de la tribrom- 
hydrine, mais du produit acétylé. 

Le dibromométhyle-oxacyclobutane est un produit a odeur légérement 
piquante, mais pas désagréable; pratiquement insoluble dans l'eau mais trés 
soluble dans tous les dissolvants organiques. Il fond a 25°. Sa densité a 
25° est égale a 1.83. 


Analyse: (Méthode: ZACHERL—KRAINICK) 


1) 7.021 mgr. de substance, 5.725 cc de NaOH a 
2) 6.298 mgr. de substance, 5.159 cc de NaOH ae 


% Bro trouvé: 1) 65.18; 2) 65.45. 
Calculé pour: C;HgO Brg : 65.56 % Bro. 


Action de l’'ammoniague sur le 3.3. dibromométhyle-oxacyclobutane. 
Préparation du bromhydrate du 3.3. diaminométhyle-oxacyclobutane : 


eae Vee . HBr 
O Gc 


\cH% \\ cH NH; 5 lal Bye 


1. Action de lammoniaque liquide: 

8 gr. de dibromométhyle-oxacyclobutane sont dissouts dans 90 cc 
d’ammoniaque liquide et conservés en tube scellé a la température ordinaire 
durant trois jours. On laisse alors s’évaporer l’ammoniaque. Les derniéres 
traces de dissolvant sont chassées au bain-marie. On obtient ainsi une masse 
blanche cristalline, qui avec le réactif de NESSLER donne a peine un 
précipité légérement jaunatre. Un seul lavage a l’alcool chaud suffit pour 
enlever les derniéres traces d’ions NHg. 

Le rendement est de 9 gr. ce qui correspond a la quantité théorique. 

Sous l'action de l'ammoniaque liquide a la température ordinaire, la 
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réaction de substitution des atomes de brome par NH, est donc quantitative. 

Le bromhydrate obtenu peut etre recristallisé d'une solution aqueuse 
concentrée, Toutefois la solubilité peut étre fortement diminuée par addition 
d’alcool. L’ébullition de la solution aqueuse ne provoque pas l’ouverture de 
'anneau oxacyclobutane. Le sel fond a 224°. 


Analyses: 
I) Dosage du brome: (Méthode: ZACHERL—KRAINICK) 
1) substance: 5.617 mgr., NaOH ae 4,004 cc. 
2) substance: 5.429 mgr., NaOH oy BOT ce 


% de Bre trouvé: 1) 56.97; 2) 57.55. 


Il) Dosage d’azote: Sémimicrokjeldahl: 


1) substance: 0.02745 gr; HCl ae 19.85 cc. 
2) substance: 0.03169 gr.; Hoa 2a DOrCe 


% d azote trouve: 1) 10.13; 2) 10.34. 


Ill) Dosage du carbone et de Uhydrogéne: 
1) substance: 0.03479 gr.; CO.:0.02757 gr.; HgO: 0.01657 gr. 
2) substance: 0.03629 gr.; CO. :0.02897 gr.; H2O: 0.01679 gr. 
‘rouven Gc )e2eOleme 2 e217, He e552. 2 el 
Calculé pour CsHy4ONoBre : Bro : 57.55% CC: 21.59%. 
INS) 10.07 9o Fils >. 04/7 


2. Action d'une solution aqueuse-alcoolique d ammoniaque: 

Le dibromométhyle-oxacyclobutane est insoluble dans l'eau ainsi que 
dans une solution aqueuse saturée d’ammoniaque. 

Aussi, pour obtenir une réaction facile et compléte, sans agitation, il est 
préférable d’ajouter de l’alcool de maniére a obtenir un milieu homogéne. 

5 gr. de dibromométhyle-oxacyclobutane sont dissouts dans un mélange 
de 25 cc d’alcool et de 13 cc d'eau. La solution est saturée d’ammoniaque 
a 0° et abandonnée pendant trois jours a la température ordinaire. Dans 
ces conditions la réaction avec formation de la diamine correspondante est 
également quantitative. 

I] est évident que cette méthode de préparation est de loin préférable a 
l'emploi de l’ammoniaque liquide. On peut d’ailleurs diminuer sensiblement 
la durée de la réaction en élevant légérement la température; a 50° p. ex. 
la réaction est terminée aprés 24 heures. 


Préparation du monohydrate du 3.3. aminométhyle-oxacyclobutane: 
Le bromhydrate de l’amine en solution dans l'eau est traité par la 
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quantité théorique de potasse caustique. Pour se débarasser du bromure 
de potassium la solution est distillée aussi vite que possible dans le vide 
de la trompe. Dans ces conditions la diamine est complétement entrainée. 
Le distillat est ensuite fractionné dans le vide. Le monohydrate de l’amine 
passe a température absolument constante: 


Eo. mm: {31¢: Been : 122°; 

A la température ordinaire le produit est un liquide visqueux; par 
refroidissement il donne naissance A une masse vitreuse. Avec le réactif 
de NESSLER cette diamine ne donne pas de précipité. 

L’amine est obtenue de Ja méme maniére en employant l’oxyde d'argent 
au lieu de la potasse caustique. 


Analyse: 


substance: 2.369 mgr.; volume d’azote: 0.430 cc a 22° et 762 mm. 
trouvé: 21.08 % Nop. 
CH) CH,NH> 
Calculé pour of Dx 20,918) Ne 
CH,” \CH)NH). HO 


Dérivé acétylé de cette diamine: 

Par acétylation du bromhydrate au moyen d’anhydride acétique, en 
présence d’acétate de soude, on obtient le dérivé acétylé identique a celui 
déja décrit antérieurement1). Point de fusion: 79°; point de fusion du 
mélange: 79°, 

Sous l’action de l’acide bromhydrique concentré le bromhydrate aussi 
bien que le dérivé acétylé, donne naissance au bromhydrate de la 
2.oxyméthyl-2 . bromométhyle-1.3 . propylénediamine (voir plus haut). 


Préparation de quelques sels de la diamine sémispirocyclique. 

I. Le chlorhydrate: 

A une solution alcoolique de l’amine on ajoute une solution diluée d’acide 
chlorhydrique dans l’alcool. Le sel précipite instantanément. Le produit 
est essoré, lavé a l’alcool et dissout dans trés peu d'eau. II recristallise de 
cette solution par addition d’alcool. 

Le sel est précipité tout d’abord en milieu alcoolique parce que, rien 
qu’en chauffant le produit avec de Il’acide chlorhydrique dilué, l’'anneau 
oxacyclobutane s’ouvre avec fixation d'une molécule d’acide. 

Le chlorhydrate fond a 234°. 


Analyse: 
1) substance:-2-/61 mgr; vol, d’N>-0.353 cca 19° et 749 mm- 
2)) substance: 3.400 mgr; vol. d No: 0.424 cc a 21° et 747 mm. 
% dazote trouve: 1) 14.73; ~2) 14.60, 
Calculé pour C;H;2ONo. 2 HCI: 14.81 % No. 


1) F, GOVAERT et M. BEYAERT, loc. cit. 


Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, Vol. XLII, 1939. 52 
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II. Le picrate: 

En ajoutant a une solution aqueuse de l'amine une solution aqueuse 
saturée d’acide picrique on obtient aussit6t un précipite cristallin du picrate. 
Ce sel est facilement recristallisable de l'eau. Point de fusion: 237° avec 


décomposition. 


Analyse: 
1) substance: 1.971 mgr.; vol. d’Np : 0.340 cc a 20° et 765 mm. 
2) substance: 2.741 mgr.; vol. d’Ny : 0.477 cc a 22° et 761 mm. 
% d'azote trouvé: 1) 20.23; 2) 20.16. 
Calculé pour C;H;2ONz . 2 CeHy(NO2)30H : 20.36 % d’Np. 


III. WL’oxalate: 

Quand on ajoute a une solution aqueuse d’acide oxalique une solution 
aqueuse de l’amine il ne se produit pas de précipite. Toutefois si cette 
solution est additionnée d’alcool l’oxalate acide cristallise. 

Le sel fond a 154° avec décomposition. 


Analyse: 
1) substance: 3.355 mgr.; vol. d’No : 0.272 cc a 21° et 763 mm. 
2) substance: 2.991 mgr.; vol. d’Ng : 0.243 cc a 20° et 755 mm. 
% d’azote trouvé: 1) 9.45; 2) 9.40. 
Calculé pour C5H;,.ONz . 2 HeC,Oq : 9.46 %. 


Action de l’ammoniaque sur le bromhydrate du 3.3.. diaminométhyle- 
oxacyclobutane. Préparation de l’oxytriaminotétraméthylméthane. 

Une solution de 2.5 gr. de bromhydrate dans 7 cc d’eau, saturée 
d’ammoniaque a 0°, est chauffée durant une nuit en tube scellé a 200°. 
Le produit de la réaction est incolore et donne aprés évaporation un 
résidu cristallin qui traité par l’acide bromhydrique a 25% donne un 
bromhydrate dont le point de fusion, aprés essorage et lavage 4 l'alcool, 
est égal & 295° (point de fusion du bromhydrate de l’amine sémispiro- 
cyclique: 224°; point de fusion du bromhydrate obtenu aprés ouverture de 
l’anneau avec l’acide bromhydrique: 246°). 

Le dérivé époxy a donc été transformé intégralement. 

Le bromhydrate de la triamine est trés peu soluble a froid dans une 
solution concentrée d’acide bromhydrique. Aussi on le recristallise facilement 
de cette solution. I] se présente alors sous forme de feuillettes brillantes. 
Point de fusion: 302° avec décomposition. 


Analyse: 


1) substance: 3.533 mgr.; vol. d’No : 0.340 cc a 21° et 758 mm. 
2) substance: 4.353 mgr.; vol. d’No : 0.419 cc a 21° et 755 mm. 
% dazote trouvé: 1) 11.14; 2) 11.10. 


Calculé pour mOnint. —— G — (CH2NH, 5 HBr); este 187, % d’No. 
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La quantité de produit obtenue dans cette réaction est de 2.2 gr. ce qui 
correspond a un rendement de 70 %. On ne trouve pas trace de bromure 
d’ammonium: le produit brut aprés évaporation de l’'ammoniaque ne donne 
en effet pas le moindre précipité avec le réactif de NESSLER. 

Aprés séparation du bromhydrate de la triamine et évaporation de la 
solution-mére on obtient un résidu visqueux dont il n'y a rien a isoler. Il 
n'est pas impossible que ce restant contienne le bromhydrate de Ja diamine 
de la pentaérythrite, produit qui, vu son hygroscopicité ne peut pas étre 
isolé de sa solution. La formation de ce sel en effet pourrait s’expliquer 
facilement par l’action de l'eau sur la diamine sémispirocyclique. 


La méme réaction a été effectuéea en chauffant a 150° et a 180°, et 
également en opérant en milieu alcoolique a 200°. A 150° le produit de 
départ c.a.d. le bromhydrate de l’amine sémispirocyclique est retrouvé 
comme tel aprés la réaction. A 180° on trouve une trés petite quantité du 
bromhydrate de la triamine. Vu sa faible solubilité dans une solution d’acide 
bromhydrique on sépare avec facilité de petites quantités de ce produit. 

En milieu alcoolique saturé d’ammoniaque a 0° il se forme également 
le bromhydrate de la triamine, mais avec un rendement de 25 % seulement. 

Finalement nous avons examiné si une augmentation considérable de la 
concentration d’ammoniaque, en présence d’eau naturellement (la présence 
de celle-ci favorise généralement en effet l’ouverture d'un noyau époxy) 
navait pas une influence avantageuse sur le rendement en triamine. Le 
produit fut chauffé a l’autoclave a 200° en présence d'un mélange de 
135 cc d’ammoniaque et de 15 cc d'eau. Dans ces circonstances toutefois 
le produit obtenu aprés évaporation contient une trés grande quantité de 
bromure d’ammonium. 


Préparation directe du bromhydrate de la triamine en partant du 3.3. 
dibromométhyle-oxacyclobutane. 

Comme d'une part la substitution des atomes de brome par NH, dans 
le 3.3. dibromométhyle-oxacyclobutane se produit d’une maniére quanti- 
tative déja a la température ordinaire et que d’autre part a 200° l’anneau 
oxacyclobutane s’ouvre avec fixation d’une molécule d’ammoniaque, nous 
avons effectué ces deux réactions en une seule. 

Une solution de 10 gr. de dibromométhyle-oxacyclobutane dans 150 cc 
d’alcool 4 50 % (l'addition d’alcool est nécessaire pour tenir en dissolution 
le dérivé dibromé) fut saturée d’ammoniaque a 0°. Aprés un chauffage 
a l’autoclave durant une nuit a 150° la solution ne renfermait pas trace 
de bromhydrate de la triamine, tandis que la réaction avec formation de la 
diamine sémispirocyclique fut quantitative. 

Le mélange fut alors chauffé 4 nouveau durant une nuit mais a 200° 
cette fois-ci. Aprés évaporation et acidification par l’acide bromhydrique 
nous pouvions isoler 10.8 gr. de bromhydrate de la triamine. Cette quantité 
de produit correspond de nouveau a un rendement de 70 %. 

52" 
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Cette maniére d’opérer constitue donc sans doute le meilleur mode 


préparatoire de la triamine de la pentaérythrite. 


Préparation de la triamine libre. 
I]. Au dépens du bromhydrate: 

5 gr. de bromhydrate dissouts dans 10 cc d’eau sont additionnés a froid 
d'une solution concentrée de potasse caustique renfermant 2.2 gr. de ce 
produit, c.a.d. la quantite théorique. Aprés distillation de l'eau sous pression 
réduite, on extrait l'amine a |’alcool absolu. Ce dissolvant est séparé par 
distillation et le produit restant, un liquide extrémement visqueux, est 
distillé dans le vide. Le produit passe intégralement a la température de 
131° sous 1.1 mm. Le distillat, qui par refroidissement se solidifie immédia- 
tement sous forme d’une masse vitreuse, est constitue par la triamine libre 
de la pentaérythrite. Point de fusion: PAY. 


Analyse: 
Dosage d’azote (Sémimicrokjeldahl). 
1) substance: 0.01217 gr.; volume aHel a wi2? 20 ee, 
2) substance: 0.00708 gr.; volume HCL Slee ree. 
% d'azote trouvé: 1) 31.31; 2) 31.20. 


H,NH2C. CH,OH 
Se : 31.58 |, d’N, 


Calculé pour y, 
H,NHjC \cH NH 


(calculé pour le monohydrate: 27.81 % d'azote). 


Contrairement donc a la diamine et 4 la tétramine de la pentaérythrite, 
qui se présentent sous forme du monohydrate, la triamine distille a l'état 
libre. Néanmoins, tout comme les deux amines précédentes, elle est 
extrémement hygroscopique et se carbonate trés vite a l'air. Aussi, il est 
nécessaire de prendre toutes les précautions possibles, comme pour la 
di- et la tétramine d’ailleurs, (manipulation en atmosphére absolument 
séche) en vue de la préparation du produit pour l’analyse. 

Cette oxytriamine ne donne pas de précipité avec le réactif de NESSLER. 


Il. Au dépens de l'époxydiamine: 

3.6 gr. d'époxydiamine dissouts dans de l’eau saturée d’ammoniaque 
a 0° sont chauffés a l’autoclave pendant 12 heures a 200°. 

Le produit de la réaction est complétement incolore. Aprés distillation de 
l'eau, la quantité pratiquement totale de la triamine formée passe a 125° 
sous un vide de 0.5 mm. Rendement 3.15 gr. c.a.d. 88 %. 


Dérivé acétylé de l’oxytriamine: 
L’amine libre est chauffée durant quatre heures en présence d'un excés 
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d’anhydride acétique. Aprés distillation de l’acide et de l’anhydride 
acétique le résidu est distillé dans le vide de la pompe a mercure. Le produit 
passe intégralement a environ 225° sous 0.001 mm sans la moindre 
décomposition. Le distillat est complétement incolore et se_ solidifie 
instantanément en donnant une masse dure et vitreuse. Le produit est 
hygroscopique. Point de fusion: 58°. 


Analyse: 
Sémimicrokjeldahl. 
1) substance: 0.0264 gr.; volume HCl a ZO ce, 
2) substance: 0.04027 gr.; volume HCl a 40,02 ce. 


% a azote trouve: by) 14.05; — 2) 13.90. 
Calculé pour: CHz;COOH,C — C =(CHzNHCOCHsS)3; : 13.95 % d’Ne. 


Quelques sels de la triamine: 

1. Le nitrate: 

Ce sel s’obtient a l'état bien cristallisé d’un mélange d’alcool et d'eau 
en présence d’un excés d’acide nitrique. 

Le produit fond a 239° avec décomposition. 


Analyse: 
1) substance: 1.685 mgr.; vol. d’N» : 0.383 cc a 23° et 755 mm. 
2) substance: 2.146 mgr.; vol. d’Nz : 0.478 cc a 21° et 761 mm. 
% d’azote trouvé: 1) 26.04; 2) 25.9. 
Calculé pour: HOH,C — C = (CH2NH,2 . HNOs)3 : 26.08 % d’azote. 


2. Le sulfate: 

Ce sel est obtenu a l'état cristallin en traitant une solution concentrée 
de la triamine dans l’eau par un excés d’acide sulfurique et en ajoutant 
alors prudemment de l’alcool méthylique. 

Le sel est trés soluble dans l'eau. Point de fusion: 288°. 


Analyse: 
1) substance: 3.182 mgr.; volume d’azote: 0.351 cc a 23--et (0). mm, 
2) substance: 2.955 mgr.; volume d’azote: 0.329 cc a 24 et Ot min, 
% d’azote trouvé: 1) 12.76; 2) 12.71. 
Calculé pour HOH,C — C = (CHINHe ae HesOn: 12:80:75.4 azote: 


3. L’oxalate: 

Quand on prépare I'oxalate en le précipitant directement par addition 
d’alcool a une solution aqueuse de la triamine renfermant un excés d’acide 
oxalique on obtient un mélange. La teneur en azote du sel obtenu apres 
avoir lavé et séché correspond en effet a4 un produit renfermant environ 


2.5 molécules d’acide oxalique. 
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En traitant une solution alcoolique d’acide oxalique par une solution de 
la triamine dans le méme dissolvant, on obtient le méme résultat, c.a.d. 
probablement un mélange du produit renfermant trois molécules d’acide 
oxalique, avec celui qui n’en renferme que deux. 

Pour obtenir le sel cristallisé, avec trois molécules d’acide, il est 
nécessaire d’ajouter lentement, en agitant continuellement, de J'alcool a 
une solution de l'amine dans l'eau en présence d’un excés d’acide oxalique. 

Ce sel lavé a l’alcool chaud et séché, fond a 172° avec décomposition. 


Analyse: 
1) substance: 3.163 mgr.; vol. d’Ny : 0.289 a 20° et 757.5 mm. 
2) substance: 2.506 mgr.; vol. d’N» : 0.228 a 20° et 758 =mm. 
% d’azote trouvé: 1) 10.61; 2) 10.57. 
Calculé pour: HOH,C — C = (CH NH, . HeC2O,4)3 : 10.42 % d’No 


Les analyses ont été faites par Melle Dr. ¥. DESIRANT au laboratoire 
de microanalyses organiques. 


SUMMARY. 


The chief object of this research was the preparation of the oxytriamino- 
tetramethylmethane. 

By direct substitution of bromine by NHg in trisbromopentaerythritol we 
did not obtain good results. The only product we could identify after this 
reaction was the 3.3. diaminomethyloxacyclobutane: 


CH; CH,NH); 
ee as 


\ cH,” \cHNH; 


a secundary product we partially described yet before. The triamine was 
therefore prepared on the following way. By the action of the theoretical 
amount of potassium hydroxide on an alcoholic solution of trisbromopenta- 
erythritol we obtained with a yield of 79 % the 3.3. bisbromomethyl- 
oxacyclobutane: 


CH CH>Br 
oN 
CH, CH>Br 


Some of the physical constants of this product are: m.p. 25° b.p. 121° 
at 18 mm, De 1283; 

The presence of the oxacyclobutane-ring furnishes such a great mobility 
to the remaining bromine-atoms, that by the action of liquid, alcoholic 
Or aqueous ammonia, even at room temperature, the oxacyclobutane 
3.3. diaminomethyl hydrobromide 


CH CH,NH2HB 
0X ei 2NTi2 si 


CH,” \ cH )NHDHB: 


789 


is obtained with a quantitative yield. This epoxydiamine in free state is a 
colourless visqueous liquid and distils as the monohydrate at 122° and 
15 mm. It was further characterized by its acetylderivative, hydrochloride, 
oxalate and picrate. 

Up to 180°, the oxacyclobutane-ring of this diamine is left practically 
unattacked by the action of, at 0° saturated, aqueous ammonia. At 200° 
however, opening of the four-membered ring occurs with adoption of 
NH3, and after evaporating and acidifying with hydrobromic acid the 
hydrobromide of the oxytriaminotetramethylmethane is directly obtained 
in a pure state with a yield of 70 %, without any formation of ammonium 
hydrobromide. 

Finally we found that the two reactions: substitution of the bromine- 
atoms by NHp, and opening of the ring with adoption of NHs, can be 
carried out quite as good in one time and with the same yield. 

The free triamine was prepared by adding the theoretical amount of 
potassium hydroxide to the hydrobromide and also by heating the 
epoxydiamine in saturated aqueous ammonia-solution at 200°. At room 
temperature it is a vitreous solid, melting at 121°, and boiling at 131° and 
1.1 mm. The analysis showed we don’t deal here with a monohydrate, 
like it was in the case of the di- and tetramine of pentaerythritol, and the 
diaminomethyloxacyclobutane, but with the anhydrous free triamine: 


H,NH2C CH,OH 
ey, 
HyNH,C’ | \CH,NH) 
This substance was further identified by its nitrate, sulfate, oxalate and 


acetylderivative. 


Juli_1939. Rijksuniversiteit te Gent, 
Laboratorium voor organische chemie. 


Chemistry. — Les dérivés aminés de la pentaérythrite. V 1). L’amino- 
trioxytétraméthylméthane. Par F. GovAERT et M BEYAERT. (Com-~ 
municated by Prof. J. BOESEKEN.) 


(Communicated at the meeting of September 30, 1939.) 


Dans notre publication précédente nous avons décrit la triamine de la 
pentaérythrite, obtenue avec d’excellents rendements au dépens du 
3.3 . dibromométhyle-oxacyclobutane. La diamine correspondante fut 
également préparée en partant d’un dérivé oxacyclique, a savoir le dioxaspi- 
roheptane 2). Aussi, pour l’obtention de la monoamine de la pentaérythrite 
nous avons choisi une voie analogue. 

Le produit de départ. fut la monobromepentaérythrite 3). Sous I’action 
de la potasse alcoolique il se produit un enlévement d'une molécule d’acide 
bromhydrique et on obtient le 3.3 . dioxyméthyle-oxacyclobutane 


avec un rendement de 81 %. Ce produit différe singuli¢rement aussi bien 
de la pentaérythrite que du dioxaspiroheptane. Il se présente sous forme 
d’une masse dure vitreuse, qui aprés longtemps se remplit de crevasses et 
semble cristalliser lentement. Ce dérivé est déliquescent a l’air, alors que 
les deux produits apparentés ne sont pas du tout hygroscopiques. II est 
trés soluble dans l'eau, l’alcool et l’acétone mais insoluble dans tous les 
autres dissolvants organiques. 

La constitution de ce produit fut tout d’abord déterminée chimiquement. 
Sous l’action des différents acides halogénés, excepté l'acide fluorhydrique, 
l’‘anneau oxacyclobutane s’ouvre avec fixation d'une molécule d’acide et 
on obtient le dérivé monohalogéné de la pentaérythrite (avec de l'acide 
fluorhydrique on n’obtient que de la pentaérythrite). 

De cette fagon nous avons obtenu, a cété de la monoiodo- et la 
monobromepentaérythrite, produits déja préparés par nous 3), la mono- 


1) Les dérivés aminés de la pentaérythrite IV: Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wetensch., 
Amsterdam, 42, 776 (1939). 


2) F, GOVAERT et M. BEYAERT, Proc, Kon. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, 
42, 641 (1939). 


3) F. GOVAERT et M. BEYAERT, Natuurwet. Tijdschr., 21, 29 (1939). 
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chlorhydrine, mentionnée pour la premiére fois par FECHT!) en 1907 et 
obtenue en chauffant la pentaérythrite avec de l’acide chlorhydrique 
concentré a 120°. 

Dans un travail récent de DUNANT 2), cet auteur gui a observé strictement 
les indications de FECHT n’obtient que le dérivé dichloré. En modifiant 
les conditions d’expérience il a ou bien obtenu la dichlorhydrine ou bien 
retrouve de la pentaérythrite qui n'avait pas réagi. Et il conclut: ,,Nous 
considérons donc les monohalohydrines de la pentaérythrite comme 
inconnues ’. 

Or, la monochlorhydrine obtenue par nous sous I'action de l'acide 
chlorhydrique concentré sur le dérivé epoxy, que nous venons de décrire, 
fond exactement a la méme température que celle indiquée par FECHT, 
notamment 141°. I] n'est donc pas douteux que cet auteur a eu en main 
la monochlorhydrine de la pentaérythrite. 


Le dioxyméthyle-oxacyclobutane est transformé quantitativement en 
pentaérythrite sous l’action de l'eau a 150°, tandis qu’avec une solution 
aqueuse d’ammoniaque, saturée a 0°, dans les mémes conditions de 
température, on retrouve, a c6té d’une petite quantité de monoamine, 
presque la totalité du produit initial mis en oeuvre. Pour obtenir une 
réaction compléte il est nécessaire de chauffer a 200°. 

La méme différence dans le comportement de l’anneau oxacyclobutane 
vis a vis de l'eau ou d’une solution d'ammoniaque a d’ailleurs été constatée 
lors de la préparation du dioxydiaminotétraméthylméthane au dépens du 
dioxaspiroheptane. 

La monoamine de la pentaérythrite a l'état libre a été obtenue d'une 
part par distillation du produit de la réaction faite 4 200°, comme nous 
venons d'indiquer, et d’autre part par décomposition thermique, suivie d'une 
distillation dans le vide, du carbamate de la base. Le passage par le 
carbamate permet d’ailleurs, de déterminer exactement la quantité d’amine 
formée. Le rendement est de 60 %. 

Le produit se différencie d'une maniére trés nette des trois autres amines 
(di-, tri- et tétra~) de la pentaérythrite, par le fait qu'il n'est pas déliques- 
cent a l'air. 

Contrairement a la di- et a la tétramine, qui se présentent sous forme 
du monohydrate, celle-ci distille a l'état libre, comme la triamine. 

De la monoamine ont été préparés le dérivé acétylé, le carbamate, 
l’oxalate et le picrate. 

Le chlorhydrate et le bromhydrate sont, tout comme les sels correspon- 
dants de la dioxydiamine, extrémement hygroscopiques. Aussi, par l'emploi 
des méthodes courantes, il est impossible de les préparer 4 1’état cristallisé. 


1) HH. FECHT, Ber. 49, 3888. 
2) Y. DUNANT, Thése de doctorat, Université de Paris, Edit. Jouve et Cie. Paris 


(1938). 
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PARTIE EXPERIMENTALE. 


La monobromepentaérythrite : 

La monobromhydrine de la pentaérythrite, nécessaire a la préparation de 
la monoamine fut obtenue au dépens des eaux-méres de la dibromhydrine, 
préparée en quantités assez grandes, suivant la méthode de ZELINSKY !), 
en vue de la synthése de la diamine. Dans cette réaction en effet il se forme 
toujours, a coté du dibromé, une certaine quantite du dérivé monobromé 
qui, vu sa trés grande solubilité, se trouve dans l'eau provenant de la 
séparation de la dibromhydrine. 

Aprés évaporation des eaux-méres on obtient un produit qui se présente 
sous une forme gélatineuse et qui cristallise trés difficilement. On peut le 
purifier par distillation sous un vide de 0.001 mm, mais le point d’ébullition 
élevé occasionne toujours une certaine décomposition. 

Une méthode de purification plus élégante consiste 4 le traiter par de 
l’éther. 

A 10 gr. par exemple de monobromhydrine impure, a l'état visqueux, 
on ajoute environ 50 cc d’éther et on laisse bouillir pendant quelques 
minutes, sans dissoudre nécessairement la totalité du produit. 

Aprés un repos d'une heure ou deux a la glaciére on décante l’éther. 
Celui-ci ne renferme pratiquement plus de monobromhydrine. A 20° la 
solubilité de ce produit dans l'éther absolu est de 1.8 gr. par 100 cc de 
dissolvant. 

Le produit solide restant, qui peut encore contenir des impuretés 
insolubles dans l’éther, est alors soumis 4 une extraction au moyen du 
méme dissolvant. 

De cette maniére on obtient le’ produit cristallisé a l'état tout a fait pur 
sous forme de longs cristaux transparents. Point de fusion: 76°. 


Préparation du 3.3 . dioxyméthyle-oxacyclobutane: 


A 25 gr. de monobromepentaérythrite, dissouts dans 100 cc d’alcool 
absolu, on ajoute, en agitant continuellement, une solution alcoolique 
concentrée, renfermant 7 gr. de potasse caustique (la quantité théorique 
nécessaire a l’enlévement d’une molécule d’acide bromhydrique). 

Déja pendant l’addition il se forme un léger trouble et rien qu’en 
chauffant faiblement on obtient un dépdét cristallin de bromure de 
potassium. Vers 40—45° le bromure se sépare abondamment. Pour terminer 
la réaction on chauffe a l’ébullition pendant quinze minutes. Le bromure 
est essoré et la solution est distillée. 

Lorsque tout l’alcool a passé, on distille le reste dans le vide. Vers 
93—95°. sous 0.4 mm il distille environ 2 cc d’une substance huileuse 
secondaire, aprés quoi la totalité du produit passe a 128°. Ce distillat se 
solidifie directement en donnant une masse transparente, fondant a 84°. 


1) ZELINSKY, Berichte 46, 163 (1913). 
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Quantité de produit obtenu: 11.9 Gr ‘ce Qui correspond a 81% du 
rendement théorique. 


Analyse: 
1) 0.04225 gr. de substance donnent 0.0791 gre de CO-et 0.0322. gr. 
d’H,O. 
2) 0.01805 gr. de substance donnent 0.03355 gr. de COs et 0.01372 gr. 
d'H,O. 


Trouvé: 1) C: 51.06 %; 2) C: 50.67 %. by) Fle8,53 You 2): He: 8.50 VS. 


CH CH,OH 
Calculé pour og De mG 950.8557 tip 8 47 ol 
CH, \\cH,OH 


Sous l’'action des acides iodhydrique, bromhydrique et chlorhydrigue on 
obtient respectivement: 


la monobromepentaérythrite !): point de fusion 76°, point de fusion du 
mélange: 76°; 

la monoiodepentaérythrite 1): point de fusion 106°, point de fusion du 
mélange: 106°; 

et la monochlorepentaérythrite: point de fusion: 141° (indiqué également 
par PECHT 2)). 


Analyse: (Méthode: ZACHERL—KRAINICK) 
N 


1) substance: 4.965 mgr.; volume d’NaOH 100: oy hee? 
2) substance: 4.216 mgr.; volume d’NaOH ae PAN II Ss 


Trowven7o. ce Gls: 1) 2278-9) 202288. 
Calculé pour (CH,OH) 3 =C — CHCl: 22.98 %. 


La solubilité de ce produit dans les différents dissolvants est tout a fait 
comparable a celle de la monobrome- et monoiodepentaérythrite. 


Dérivé acétylé du 3.3 . dioxyméthyle-oxacyclobutane: 

En chauffant le dérivé époxy avec un excés d’anhydride acétique durant 
une demie heure on obtient le dérivé acétylé, un liquide visqueux, qui 
distille a la température constante de 146° sous 12 mm. 


Analyse: 


tecubstance: 0.0lI3eqr., HjO7 7.24 mors CO l: 22107 “mgr. 
2) ‘substance: 0.0251 qr5-H,O: 0.0162 gr; CO: 0.04889 gr. 
WM rouve:s |) milo: s/515) oC: 53.25 Yor 2)! Vo To: 7.213 % G:-d3.1 1. 
CH, CH2,0COCH3 
Gauieenoureeca ee : 1 Hp: 6.93; oC : 53.48. 
\ cH, CH,OCOCH; 


1) F, GOVAERT et M. BEYAERT, loc. cit. 
2) eid CHa loc cits 
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Action de l’eau sur le 3.3. dioxyméthyle-oxacyclobutane: 
1 gr. du dialcool époxy dissout dans 10 cc d’eau est chauffé en tube 
scellé a 150° durant 20 heures. Dans ces conditions la transformation en 


pentaérythrite est quantitative. 


Action de l’'ammoniaque : Préparation du monoaminotrioxytétraméthyl- 
méthane. 

SPehes Cle) Gee dioxyméthyle-oxacyclobutane dans 250 cc d'une solution 
d’ammoniaque saturée a 0°, sont chauffés a ‘autoclave durant 24 heures 
a la température de 200°. Le produit de la réaction est complétement 
incolore. 

Lorsque l’ammoniaque et l'eau sont sépareés aussi loin que possible 
sous pression réduite, on distille le produit restant dans le vide prononce. 
En chauffant jusqu’a 200° sous un vide de 0.001 mm la monoamine formée 
vient se déposer dans le col du ballon, juste a la sortie du bain métallique, 
sous forme d'un produit vitreux, qui par refroidissement devient blanc 
cristallin. 

Obtenue de cette maniére directe la monoamine de la pentaérythrite 
est toujours souillée d’une petite quantite de produits huileux. 

Pour l’obtenir A l'état tout a fait pur il est préférable de distiller le 
produit obtenu par décomposition thermique du carbamate. 

Ce sel s’obtient facilement en saturant d’anhydride carbonique une 
solution alcoolique du produit de la réaction, évaporé aussi loin que possible. 
La cristallisation du carbamate ne commence qu'aprés quelques minutes, 
mais aprés un repos le produit se sépare d'une maniere pratiquement totale. 
Aprés essorage et lavage a l'alcool le sel est séché. On obtient ainsi en 
partant de 5 gr. de dioxyméthyle-oxacyclobutane, 4.0 gr. de carbamate 
sous forme d'une poudre trés fine et trés légére. 

Ce produit est alors chauffé a 150—180°, température a laquelle la 
décomposition est totale. L’amine est reprise par de l'alcool et aprés distil- 
lation du dissolvant celle-ci est sublimée. II n’y a pratiquement pas de résidu. 

La monoamine de la pentaérythrite a l'état libre est un produit blanc 
cristallin et dur, non déliquescent. Elle se carbonate trés vite a l’air. Le 
produit ne donne pas de précipité avec le réactif de NESSLER. Le point de 
fusion est de 207°. 


Analyses: 
I. Sémimicrokjeldahl: 
1) substance: 36.45 mgr.; volume d’HCl an 151 Gree 
2) substance: 29.70 mgr.; volume d’HCl a 22 20ace 


Yord azote trouves|)s10.46) 2) 2049: 
II. Poids moléculaire: 


44.35 mgr. neutralisent 32.4 cc d’ HCl a 


100° 
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Poids moléculaire trouvé: 136. 


HOH,C CH,NH 
2 NEA 2 2 


Calculé pour NG O37 ols Pe Mie2 135, 


HOH,C/ \cH,OH 


Dérivé acétylé de la monoamine : 

L'amine libre est chauffée durant quatre heures en présence d'un excés 
d’anhydride acétique. Le produit de la réaction c.ad. le dérivé tétra- 
acétylé passe intégralement a 173° sous 0.4 mm. C’est un liquide incolore. 
extremement visqueux. 


Analyse: 
Sémimicrokjeldahl: 
1) substance: 0.0553 gr.; volume d’HCl a SUAS cee 
2) substance: 0.0580 gr.; volume d’HCl i 13.39" ce. 


Yor diazote trouve: 1\) 4.53 2) 4.56, 
Calculé pour (Hz COCOH,.C) = C — CH,NHCOCHs : 4.62 %. 


Quelques sels de la monoamine : 

I. Le carbamate : 

Comme nous avons vu plus haut, le carbamate précipite sous forme 
d’une poudre trés fine, en faisant passer un courant d’anhydride carbonique 
dans une solution alcoolique de l’amine. 

Le produit est purifié en le dissolvant dans trés peu d'eau et en ajoutant 
a cette solution un excés d’alcool; Le sel cristallise alors trés lentement. 
Température de décomposition: 149°. 


Analyses: 
Sémimicrokjeldahl: 
substance: 0.0340 gr. ; volume HCl a 2 lic Vee: 


Microdumas: 
1) substance: 4.107 mgr.; volume Ny: 0.315 cc a 22° et 761 mm. 
2) substance: 4.396 mgr.; volume Ng : 0.333 cc 4 20° et 758 mm. 


Poids équivalent: 


1) 17.10 mgr. de substance neutralisent 10.82 cc d’HCl at 
2) 5.46 mgr. de substance neutralisent 3.45 cc d’HCl iN 


100 
Trouvé: % d’Azote: 8.93; 8.87; 8.79. 
poids équivalent: 158.1; 158.2. 
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Calculé pour le carbamate: 


ONH;CsH)103 
6x cK GN 8.Olo phe isn 
NHC;H 03 


Calculé pour le carbonate: Ny : 8.43 %:; P.é.: 166. 


II. L’oxalate : 
Ce sel s’obtient a l'état bien cristallisé en ajoutant de l’alcool a une 
solution aqueuse de la monoamine renfermant un exces d’acide oxalique. 


Point de fusion: 206°. 


Analyse: 
1) substance: 3.672 mgr.; volume d’Ny: 0.245 cc a 22° et 759.5 mm, 
8) substance: 4.143 mgr.; volume d’No: 0.280 cc a 21° et 759 mm. 
% d’Azote trouvé: 1) 7.71; 2) 7.83. 
Calculé pour (C;H,303N)»..HeC,04 : 7.77 %. 


IJ. Le picrate : 

Le picrate de la monoamine est trés soluble dans l'eau et dans l'alcool. 
En effet on n’obtient pas de précipité en ajoutant une solution saturée 
d'acide picrique dans l'eau ou l’alcool a une solution méme trés concentrée 
de l’amine. 

On peut préparer ce sel en laissant refroidir lentement une solution 
concentrée de quantités équimoléculaires d’amine et d’acide picrique dans 
Valcool amylique. Point de fusion: 98°. 


Analyse: 
1) substance: 2.675 mgr.; volume d’No: 0.353 cc a 23° et 766 mm. 
2) substance: 2.945 mgr.; volume d’Ny: 0.393 cc a 23° et 759.5 mm. 
% d Azote trouvé: 1) 15.34; 2) 15.33. 
Calculé pour: C;H,303N . CgHo(NOe) 30H : 15.38 %. 


Les analyses ont été faites par Melle Dr. Y. DESIRANT au laboratoire 
de microanalyses organiques. 


SUMMARY. 


Having communicated in four previous publications the preparation 
and description of the di-, tri- and tetramine of pentaerythritol, we now 
end the first part (preparation) of our research on the aminoderivatives 
of pentaerythritol by describing the trioxymonoaminotetramethylmethane. 

By the action of potassium hydroxide on monobromopentaerythritol, we 
obtained the 3.3 . dioxymethyl-oxacyclobutane 


(Gs! CH,0H 
Oo aS 
\cH%” \cH,OH 
with a yield of 81 %. 
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This is a solid, melting at 84° and boiling at 128° and 0.4 mm. By 
exposure at the air it deliquesces very rapidly. By the action of aqueous 
ammonia at 200° the ring is opened with formation of the monoamine 


ES CH2NH) 
ce | 
HOH,C” CH,0OH 
The yield in this reaction is 60 %. 
The pure monoamine distils in the anhydrous state. It is a crystalline 
solid, m.p. 207°, which does not deliquesce at the air, as the other amines 
of this series do, but almost binds the carbon dioxide of the atmosphere. 


The derivatives of this amine we prepared up to now are: the acetyl- 
derivative, the carbamate, picrate and oxalate. 


Juli 1939. Rijksuniversiteit te Gent, 
Laboratorium voor organische chemie. 


Chemistry. — Die quantitative Interpretation von Festigkeits-Dehnungs- 
diagrammen tsotroper Cellulosefaden an Hand einer rationellen 
Theorie itber die Bezichung zwischen Orientierungsgrad und Festig- 
keit 1). (Vorlaufige Mitteilung). Von P. H. HERMANS. (Commu- 
nicated by Prof. H. R. KruytT). 


(Communicated at the meeting of September 30, 1939.) 


Einleitung. 

Es ist langst bekannt, dass die Festigkeit regenerierter Cellulosefaden 
im Allgemeinen mit ihrem Orientierungsgrad zunimmt und dass ihre Orien- 
tierung verbessert werden kann, indem man sie unter geeigneten Bedingun- 
gen einem Streckungsvorgang unterwirft. Quantitative Untersuchungen 
iiber den Verlauf der Orientierung beim Dehnen waren jedoch bis vor 
kurzem nicht verdffentlicht. Als einzige fiir die Beurteilung des Orien- 
tierungsgrades theoretisch und praktisch geniigend ausgebaute Methode 
stand die rontgenspektrografische Methode zur Verfiigung. Die quantitative 
Auswertung der Interferenzaufnahmen ist aber noch mit grésseren Schwie- 
rigkeiten verbunden und ausserdem versagt die Rontgenmethode bei starker 
gequollenen Objekten, indem hier gar keine oder nur ganz verschwommene 
Interferenzen erhalten werden. Nach den Erfahrungen der Technik ver- 
dienen aber gerade die sich beim Dehnen gequollener Faden abspielenden 
Vorgange unsere besondere Aufmerksamkeit 2). Neuerdings haben wir 
nun eine neue, experimentell ganz einfache und bei allen Quellungsgraden 
gleichgut anwendbare Methode fiir die Beurteilung des Orientierungs- 
grades entwickelt. Sie beruht auf der auf einfachen geometrischen Be- 
trachtungen gegriindeten Ueberlegung, dass bei aus anisodiametrischen 
Elementarteilchen aufgebauten Gelen, die Anisotropie der Quellung ein 
Mass fiir die mittlere Teilchenorientierung darstellen muss. Bei der An-~- 
wendung dieser Methode auf Dehnungsversuche mit urspriinglich véllig 
isotropen .Cellulosefaden konnten schon einige entscheidenden Erfolge 
verzeichnet werden ®). Unter Vermeidung der noch sehr schwierigen 


i) XII. Mitteilung iiber Deformationsmechanismus und Feinbau der Hydratcellulose. 

2) Die polarisationsoptische Methode, sowie das Studium dichroitischer Farbungen, 
welche bei gequollenen Objekten prinzipiell anwendbar waren, waren mangels geniigend 
breiter theoretischer Grundlagen und experimenteller Erfahrung fiir eine erfolgreiche 
Anwendung auf das Problem noch nicht reif. Aus inzwischen zum Abschluss gelangten 
Arbeiten (P. PLATZEK, Dissertation Utrecht 1939; P. H. HERMANS u, P. PLATZEK, 
Z. physik. Chem, in Vorbereitung) ging hervor, dass die Ergebnisse polarisationsoptischer 
Untersuchungen mit den an Hand von Quellungsanisotropiemessungen gewonnenen 
durchaus in Einklang stehen, 

3) I. bis XI. Mitteilung tiber Deformationsmechanismus und Feinbau der Hydrat- 


ceilulose: Kolloid-Z. 81, 143, 300 (1937); 82, 58 (1938); 83, 71, 86, 107, 245, 87, 296, 
88, 68, 73, 172 (1939). 
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Aufgabe, ein vollstandiges mechanisches Bild des Deformationsvorganges 
zu entwerfen, gelang es weiter mit Hilfe der gewonnenen Erkenntnisse 
ber den Feinbau des Cellulosegels eine theoretische Beziehung zwischen 
Orientierungsgrad und Zugfestigkeit abzuleiten und zwar an Hand einer 
einzigen plausibelen Annahme iiber das Wesen des Mechanismus der in 
erster Linie den Widerstand gegen die Dehnung bestimmt. Es konnte 
auch schon bei einigen Sonderfallen vorlaufig gezeigt werden, dass diese 
theoretische Beziehung mit befriedigender Annaherung quantitativ zu- 
trite), 

In dieser Arbeit wird gezeigt werden, dass eine weitere konsequente 
Anwendung der Theorie ein iiberraschendes Licht wirft auf den in manchen 
Ziigen auf den ersten Blick unverstandlichen Verlauf der Kraft-Dehnungs- 
diagramme isotroper Faden verschiedenen Quellungsgrades und verschie- 
dener Herstellungsweise. Es ist dies unseres Wissens das erste Mal, dass 
eine weitgehende quantitative Auswertung von Festigkeits-Dehnungsdia- 
grammen eines plastischen Materials an Hand einer rationellen Theorie 
in befriedigender Weise gelingt. 


Die quantitativen Ergebnisse der theoretischen Untersuchung. 

An anderer Stelle 5) wurde abgeleitet, dass der Wert der Quellungs- 
anisotropie Q mit dem Orientierungszustand zusammenhangt nach der 
Beziehung 


Q=- . CY a ee eh 


oe v4 


[us : Jo) sin? a da 


0 


Die Grésse J, : Jo bestimmt darin die Lagenstatistik der Teilchen und 
beschreibt somit den Orientierungszustand ©); a, ist der grészte im aniso- 
tropen Faden noch vorhandene Orientierungswinkel. 

Die Beziehung (1) beruht ausschlieszlich auf geometrischen Ueber- 
legungen und sagt noch nichts aus iiber den Mechanismus, nach dem die 
Anisotropie zu Stande gekommen ist“). 

Experimentell erhalt man Q als das Verhaltnis zwischen der spez. Brei- 
ten- und der spez. Langenquellung des Fadens. Stellen wir das Integral 
in (1) durch P dar, dann geht (1) tiber in: 

1 


3 (2) 


(ae 


tel 


4) Siehe XI. Mitteilung, Kolloid-Z. 88, 172 (1939). 

5) VIII. Mitteilung, Kolloid-Z. 87, 296 (1939). . . 

6) Sie ist das Verhaltnis der relativen Haufigkeit einer Winkellage a im anisotropen 
Zustand (J,) zu derjenigen im isotropen Zustand (Jo). ; 

7) Fir jeden bestimmten Deformationsmechanismus kann J, : Jo ausgedriickt werden 
als Funktion von « und vom Dehnungsgrad v. 


Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, Vol. XLH, 1939. 53 
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Wie frither gezeigt wurde §) kann jeder Orientierungszustand in Ver- 
bindung gebracht werden mit einem in passender Weise definierten 
_mittleren Orientierungswinkel” a,,, der wie folgt mit P zusammenhangt: 


0. = are SI (3) 
Aus (2) und (3) ergibt sich: 
pare sin (@—- Ay} Weare ee eee een oe) 


Unsere Hypothese iiber die Beziehung zwischen dem Orientierungs~ 
sustande und der zum Einsetzen der plastischen Deformation gerade 
notwendigen Kraft besteht darin, dass diese Kraft umgekehrt proportional 
dem Quadrat des Sinus des mittleren Orientierungswinkels a,, gesetzt 
wird 9). Die Theorie erlaubt freilich nicht die Berechnung der absoluten 
Grésze der Kraft K, wohl aber kann mit ihrer Hilfe den Verlauf der 
Kraft-Dehnungskurve gefunden werden, wenn die Kraft Ky bei der die 
plastische Verformung des isotropen Fadens gerade anfangt, experimentell 
bestimmt worden ist. Sie fiihrt namlich zur Beziehung: 


KG =e a,,/ sin? On Se we ee es a Oe (4) 


in der ay den mittleren Orientierungswinkel im isotropen Zustand darstellt. 
Fiir diesen Zustand ist nun J, : Jo= 1 (vergl. Fussnote 6) und somit 


wlH 
q 


P= | sinbada=, 
LS 


0 
Nach (3) ist also sin?ay = 3 und ay = 54°44’. Es geht dann (4) iiber in: 


2 
ase Ce, eee eee 
Aus (5) und (3a) ergibt sich schlieszlich: 
Soe 
pees Ly ces es a eee ree (O) 


Die allgemeine Gestalt der Kraftdehnungsdiagramme isotroper Paden 
ist in Fig. 1 schematisch wiedergegeben. Die Kraft Ko 


Peg (die sog. ,,Yieldpoints’’-Kraft) wird gefunden durch 
Extrapolation des zur Dehnungsachse konvexen Teiles 

AB der Kurve, der Bezug hat auf die mit dem Orien- 

‘ tierungsvorgang einhergehenden plastischen Deforma- 
Fane aE tion 10), Der Teil OA ist umso kleiner, je nachdem der 
ata Quellungsgrad des Materials grésser ist. (Bei stark 


gequollenen Faden hat Ky einen sehr kleinen Wert.) 
Ist Ky (bezw. die Kraft an einem anderen Punkt der Kurve) experimentell 


8) IX. Mitteilung, Kolloid-Z. 88, 68 (1939). 


®) Die Begriindung dieser Hypothese ist in der XI. Mitteilung (loc. cit.) ausfiihrlich 
entwickelt worden. 


10) Siehe V. Mitteilung Kolloid-Z. 86, 107 (1939). 
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bekannt, dann sollte es nach (6) méglich sein, den ganzen weiteren Verlauf 
der Kurve AB aus der Quellungsanisotropie Q zu berechnen. Diese Erwar- 
tung zeigt sich nun, wie unten gezeigt werden wird, iiberraschend gut 
erfiillt. Auch die fiir den Verlauf der Quellungsanisotropie beim Dehnen 
isotroper Faden weiterhin empirisch gefundenen Regel spiegeln sich dann 
im Verlauf der Festigkeit-Dehnungskurven genau ab. 


Die Kraftdehnungsdiagramme eines gegebenen isotropen Fadenmaterials 
bei verschiedenen Quellungsgraden. 


Beim Spinnen von isotropen Faden aus einer normalen Viskose mit 
einem Cellulosegehalt von 8 % 11) erhalt man Xanthogenatfaden mit einem 
Quellungsgrad von etwa 1112). Durch Erhitzen in einer Ammonsulfat- 
l6sung werden diese zu Cellulosefaden vom Quellungsgrad 5—6 umge- 
setzt, die ihrerseits wieder durch Trocknen in lufttrockene Faden (q = 1) 
und dann durch erneutes Aufquellen in Wasser in ,,wiedergequollenen”’ 
Faden (q = 2.1 bis 2.2) verwandelt werden. Untersucht man bei diesen 
vier Quellungszustanden den Verlauf der Quellungsanisotropie Q_ in 
Funktion der Dehnung und definiert man den Dehnungsgrad v in iblicher 
Weise als das Verhaltnis zwischen der Lange des gedehnten zu der des 
urspriinglichen isotropen Fadens, dann findet man den Verlauf der Q—v 


150 ip 


DEHNUNG 


100; 


50 


ANISOTROPIE DER QUELLUNG 


ZUGFESTIGKEIT 


ee eee 
(ea) ae. Wa mie pie 1 
DEHNUNGSGRAD V 50 100 150 


IHG. ZZ. lesa. 3, 
Quellungsanisotropie in Funktion des Festigkeits-Dehnungskurven der gleichen 
Dehnungsgrades v bei isotropen Faden Faden der Fig. 2 (gegen experimentellem 

mit verschiedenem Quellungsgrad q. Dehnungsgrad v.) q == Quellungsgrad. 


Kurve umso steiler, je nachdem der Quellungsgrad q des isotropen Fadens 
hdher war. (Siehe Fig. 2) 1). In Fig. 3 sind die Kraft-Dehnungsdiagramme 


11) Die Herstellung dieser Faden wurde frither beschrieben: P. H. HERMANS und 
A. J. DE LEEUW, Kolloid-Z. 81, 321 (1937). 

12) Der Quellungsgrad q wurde definiert als das Verhaltnis zwischen dem Volum 
des gequollenen Fadens zu dem des lufttrockenen Fadens. 


18) PH. HERMANS und P. PLATZEK, Kolloid-Z. 87, 296 (1939). Be 
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der gleichen Faden abgebildet 14), Auf den ersten Blick vermisst man hier 
jede Beziehung zu Fig. 2. In Fig. 3 iiberkreuzen sich z.B. die Kurven in 
unverstandlicher Weise und ihre Reihenfolge zeigt keinen Zusammenhang 
mit dem Quellungsgrad. Das Bild andert sich jedoch tiberraschend, wenn 
man anstatt des konventionellen Dehnungsgrades v einen anderen Mass- 
stab fiir die Dehnung in Anwendung bringt. Es blieb bisher bei Unter- 
suchungen dieser Art unberiicksichtigt, dass bei Faden verschiedenen 
Quellungsgrades eine gleich grosze prozentuale Dehnung durchaus kein 
vergleichbares Mass der Streckung bedeutet. Dies kénnte auch nach 
theoretischen Ueberlegungen nur dann der Fall sein, wenn der Feinbau 
des Gels bei der Quellung und Entquellung bis in alle seine Elemente 
geometrisch ,,ahnlich” bliebe. Bei einem mizellaren System mit inter- 
mizellarer Quellung, wie es bei der Cellulose anzunehmen ist, ist diese 
Bedingung jedoch sicher nicht erfiillt und man hat es mit einer, mit Bezug 
auf die Quellung, mikro-heterogenen Feinstruktur zu tun. Eine gleiche 
prozentuale Dehnung wird dann fiir Zustande verschiedenen Quellungs- 
grades einen unterschiedlichen Orientierungseffekt hervorrufen. Spater 
hoffen wir ausfiihrlicher auf dieses interessante Thema zuriickzukommen. 

Bei den Untersuchungen iiber die Quellungsanisotropie wurde nun rein 
empirisch die bemerkenswerte Entdeckung gemacht, dass es ein anderes, 
ebenfalls experimentell bestimmbares Dehnungsmass gibt, das fir alle 
Quellungsgrade mit Bezug auf den Orientierungsvorgang gleichberechtigt 
zu sein scheint. Dieses Dehnungsmass haben wir als ,,charakteristische 


Dehnung” (v,) bezeichnet. Wie diese ge- 


) ae | funden wird, wollen wir an Hand eines 
2c ‘5 Beispieles erlautern: In Fig. 4 sind die Langen 
jes = a -1 und Dicken einiger Faden relativ Massge- 
ae = ; recht wiedergegeben. Faden 1 ist ein ge- 

Fig. 4. quollener isotroper Faden (q = 11) mit der 


Lange J,, Trocknet man ihn, dann entsteht 
der ebenfalls isotrope Faden 2 mit der Lange Jy. Wird der gequollene 
Faden 1 aber gedehnt (bis v = 2.07) dann entsteht Faden 3 mit der 
Lange J. Der konventionelle experimentelle Dehnungsgrad ist also 
yi/l,. Trocknet man Faden 3, dann entsteht Faden 4 mit der Lange i. 
Der charakteristische Dehnungsgrad ist nun v,=I[,/J) und stellt somit die 
auf den trocknen Zustand bezogene Dehnung dar. Da die Langenquellung 
des gedehnten anisotropen Fadens immer viel kleiner ist als diejenige des 
isotropen Fadens, ist allgemein v,>v. Es ist weiter klar. dass zwischen 
v, und v die Beziehung 

1 


v.—= ———.. v.qils 


I+L 
14) Die Kraft ist darin immer auf den jeweils wirklichen Titer des gedehnten Fadens 
bezogen und in g pro 100 Denier ausgedriickt, (Die Zuggeschwindigkeit beim Aufnehmen 
der Kurven betrug 6 cm/min.) Siehe V. Mitteilung, loc. cit. 
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existiert. Hierin ist L die spezifische Langenquellung des gedehnten Fadens 
gleich (/—I,)/I,. 

Das Experiment ergibt nun, dass, unabhangig vom Quellungsgrad 
wahrend der Dehnung, zu gleichen Werten von v, immer gleiche Werte 
der Quellungsanisotropie gehéren. Ersetzt man namlich in Fig. 2 die 
Dehnung v durch v, dann fallen samtliche Kurven zu einer einzigen charak- 
teristischen Q—v, Kutve zusammen. Diese ist in Fig. 5 als Kurve A 
wiedergegeben. (Auf die Kurven B und C dieser Figur kommen wir weiter 
unten zuriick.) Der bei der Dehnung erhaltene Orientierungsgrad hangt 
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Viscose). (berechnete Kurven gestrichelt) q = 


Quellungsgrad. 


also immer in derselben Weise mit v, zusammen. Wir wollen dieses 
Ergebnis als experimentelle Tatsache hinnehmen und hier nicht eingehen 
auf seine fiir die Aufklarung des Feinbaues zweifelsohne wichtige Be- 
deutung. 

Wenn man nun auch bei den Kraft-Dehnungsdiagrammen der Fig. 3 
die Dehnung v durch », ersetzt, entsteht Fig. 6 (ausgezogene Kurven). 
Der Verlauf der Kurven ist nun véllig anders geworden und schon viel 
verstandlicher als in Fig. 3. Sie tiberkreuzen sich nicht mehr und ihre Lage 
ist nunmehr dem Quellungsgrad entsprechend abgestuft. 

Nach der obengenannten empirischen Q—v, Regel gehért bei samtlichen 
Kurven der Fig. 6 zu jeder gegebenen Dehnung v, immer der gleiche Wert 
der Quellungsanisotropie und nach der theoretischen Beziehung (6) muss 
dann auch fiir jedes v, die Kraftfunktion K/Ko denselben Wert aufweisen. 
Die vier Kurven miissten daher eine Schar mit derselben allgemeinen 
Gleichung bilden und kénnten sich nur noch unterscheiden durch einen 
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verschiedenen Wert des Parameters Ky, des Kraftwertes beim Yieldpoint 
(vgl. Fig. 1). Diese Folgerung erweist sich tatsachlich als erfiillt. 

Wird die Kraft K, aus den experimentellen Kurven bestimmt, dann 
findet man dafiir die in Tabelle I in g pro 100 Denier angegebenen Zahlen- 
werte. Mit Hilfe dieser Ky-Werte und der ebenfalls experimentell be- 
stimmten Q-Werten aus Kurve A der Fig. 5 kann nun nach (6) der 
theoretische Verlauf der K—v, Kurven berechnet werden. Das Ergebnis 
ist in Fig. 6 gestrichelt eingetragen. Wir sehen, dass bei den gequollenen 
Faden I, II und IV bis zu einem v, von etwa 2,5, eine ausgezeichnete 
Uebereinstimmung zwischen Theorie und Experiment besteht. Bei noch 


TABELLE I. Kraftwerte beim Yieldpoint. 


I 


hoheren Dehnungen wachst dann aber die wirkliche Festigkeit schneller 
an als die theoretische. Bei trockenen Faden ist die Uebereinstimmung viel 
weniger gut und bleibt von Anfang an die wirkliche Kraft hinter der 
theoretischen zuriick 15), 

Die theoretischen Kurven kénnen nur bis etwa v, = 3.5 verfolgt werden, 
da bei noch héheren Dehnungen die Quellungsanisotropie nicht mehr mit 
hinreichender Genauigkeit bestimmt werden kann. 


Die Kraft-Dehnungsdiagramme isotroper Faden gleichen Quellungsgrades, 
aber verschiedener Herstellungsweise. 


Aendert man die Bedingungen, bei denen die Herstellung der isotropen 
Faden stattfindet, in passender Weise ab, dann kann davon eine Abande- 
rung im Verlauf der fiir das Material charakteristischen Q—v, Kurve die 
Folge sein. Es wurde dies z.B. gefunden wenn der Cellulosegehalt der 
Viskose variiert wird. Kurve A aus Fig. 5 hatte Bezug auf Faden, die aus 
8 prozentiger Viskose gesponnen wurden. Werden die Faden aus 4 bezw. 
2 proz. Viskose hergestellt, dann ergeben sich die in Fig. 5 dargestellten 
Q—v, Kurven B und C16). Jede dieser Kurven gilt wieder fiir samtliche 
Quellungsgrade des betreffenden Materiales. 

Die frischgesponnenen Faden aus den Viskosen mit niedrigerem Cellu- 


1S) Die Lufttrockenen Faden werden bei der Dehnung triibe und weiss (vgl. Kolloid-Z. 


82, 58 (1938)). Mikroskopisch beobachtet man dabei das Entstehen massenhafter feiner 
Querrisse. Méglicherweise ist die damit verbundene Schwachung der Struktur hier eine 
Erklarung fiir das Nachhinken der Festigkeit mit Bezug auf die Theoretische. 

16) N&ahere Angaben iiber die betreffenden Versuche werden an anderer Stelle aus- 
fiihrlicher veréffentlicht werden (Kolloid-Z., in Druck). 
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losegehalt weisen einen viel héheren Quellungsgrad auf, als die entspre- 
chenden Faden aus 8 proz. Viskose. Bei 2 proz. Viskose ist z.B. fiir die 
Xanthogenatfaden sogar q = 37. Diese Faden enthalten daher weniger 
als 3 proz. Cellulose, sind aber immer noch gut zusammenhangend und 

vorztiglich dehnbar 17). 
Werden die frisch gesponnenen Faden zu Cellulosefaden umgesetzt, 
dann getrocknet und darauf in Wasser gelegt, so erhalt man wieder- 
gequollene Faden, die unabhangig von der 


28} = Zusammensetzung der Viskose, aus der sie 
c 
2 b hergestellt wurden, alle nahezu denselben 
a ° 
Pane Quellungsgrad (q = etwa 2) aufweisen und 
= sich also rein 4usserlich und nach ihrem 
= Cellulosegehalt in nichts mehr unterscheiden. 
20) wi . : a : ; 
a Beim Dehnen dieser Faden zeigen sie aber 
einen ausgesprochen verschiedenen Verlauf 
S der Orientierung in Funktion von v, und 
nach der Theorie sollte dies dann auch im 
1.2} i ~ i 
OereeTEVET Verlauf ihrer Kraft-Dehnungsdiagramme zum 
es Ausdruck kommen. Das ist nun wieder tat- 


0 20° 40 60 60 100 
igzeye 


Festigkeits-Dehnungskurven iso- 
troper Faden gleichen Quel- 
lungsgrades (q==2) gesponnen beziehen sich der Reihe nach auf wieder- 


aus Viskose mit verschiedenem gequollene Faden, gesponnen aus 8, 4 und 
poicsruche (a, bund c aus 9 proz. Viskose. Sie zeigen eine ausgespro- 
8, 4 und 2 prozentiger Viskose). : ; 
Kraft aufgetragen gegen,,charak- chene Divergenz, aber weisen alle denselben 
teristischen’” Dehnungsgrad v,, Yieldpoint auf (Kp = 6 g/100 Denier) +8). 
Untersuchen wir nun, welchen Verlauf diese 
Kurven nach der Beziehung (6) und nach den experimentellen Q—v, 
Kurven der Fig. 5 theoretisch aufweisen miissen, dann kann wieder eine 
gute Uebereinstimmung mit dem Experiment festgestellt werden. Da aus 
Griinden der Uebersichtlichkeit die theoretischen Kurven nicht ebenfalls 
in Fig. 7 eingezeichnet werden konnten, geben wir das Ergebnis ziffern- 


sachlich der Fall, wie aus Fig. 7, die den 
Verlauf der Zugkraft in Funktion von », 
zeigt, hervorgeht. Die drei Kurven a, b und c 


massig in Tabelle Il. 

Wie aus den beiden letzten Spalten der Tabelle hervorgeht, kommt bei 
den berechneten Daten nicht nur die Divergenz der Kurven fiir die drei 
Materialien klar zum Ausdruck, aber es ergibt sich auch wieder eine in 
erster Naherung ganz befriedigende quantitative Uebereinstimmung zwi- 
schen theoretischem und experimentellem Verlauf jeder einzelnen Kurve. 


17) Weitere Eigenschaften dieser besonders interessanten Objekte sollen noch an 
anderer Stelle beschrieben werden. 

18) Dass verschiedene Faden eines gleichen Quellungsgrades auch einen gleichen 
Yieldpointskraft aufweisen ist ebenfalls in guter Ucbereinstimmung mit den Vorstellungen 
die unserer Theorie zugrunde liegen; vergl. XI. Mitteilung, loc. cit. 
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TABELLE II. el 
; ; : Beabeenres _ K 7 co 
—= : berechnet gefunden 
v vt Q nach (6) (in Fig. 7) 
oe eo EE EE EE EEE eee 
1.50 1.52 228 (322 14 
Z 1.80 2.06 6.2 26.8 29 
(8°/o Viscose) 2.00 2.36 9.9 41.7 47 
2.30 2.66 15.1 62.5 85 
1.50 1.58 2.6 12.4 837 
‘ 1.80 1.93 4.1 18.0 14 
(49/9 Viscose) 2.00 2.24 5.7 24.8 20 
2.30 2.57 7.5 32.5 34 
1.50 1.58 BD 10.8 9.4 
2 1.80 1.93 341 14.5 12.5 
(2°/9 Viscose) 2.00 2.24 4.0 18.0 15 
2.30 2.57 5.2 O78 23 


Zusammenfassung und Schlussbetrachtung. 


Durch das oben mitgeteilte wird klar bewiesen, dass der Verlauf der 
Festigkeits-Dehnungs-Diagramme von gequollenen Cellulosefaden in 
engem und offenbar eindeutigem Zusammenhang steht mit dem Verlauf 
der mizellaren Orientierung bei der Dehnung, wie sie sich durch Messung 
der Quellungsanisotropie erkennbar macht. Mit Hilfe einer friiher von uns 
entwickelten Theorie, die auf den neulich gewonnenen Vorstellungen iiber 
den Feinbau des Hydratcellulosegels gegriindet wurde und die eine 
Beziehung zwischen Orientierungsgrad, Quellungsanisotropie und Zug- 
festigkeit geliefert hat, ist es sogar mdglich, den Verlauf der Kraft- 
Dehnungs-Diagramme von samtlichen bisher untersuchten isotropen Faden 
in befriedigender Uebereinstimmung mit dem Experiment theoretisch zu 
konstruieren. Als von den speziellen Voraussetzungen der genannten 
Theorie unabhangig ist allenfalls das Ergebnis zu betrachten, dass die 
Festigkeit umgekehrt proportional dem Quadrat des Sinus des mittleren 
mizellaren Orientierungswinkels ansteigt. 

Die fiir jedes Gespinnst existierende, vom Quellungsgrad wahrend der 
Dehnung unabhangige Beziehung zwischen der Quellungsanisotropie und 
dem charakteristischen (auf den trocknen Zustand bezogenen) Dehnungs- 
grad v, lasst darauf schliessen, dass im Augenblick der Koagulation 
(Sol-Gel Uebergang) eine bestimmte Struktur entsteht, deren fiir den Ver- 
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lauf der Orientierung in Funktion der Dehnung charakteristische Elemente 
bei allen spateren Ent- und Aufquellungsvorgangen unverandert bestehen 
bleiben. Der fiir das Gel typische Verlauf der Orientierung kann jedoch 
mit den Bedingungen, bei denen die Gelbildung von statten geht, wechseln, 
wie an einem Beispiel gezeigt wird. Bei weiteren Versuchen zur Aufklarung 
des Feinbaues und des Deformationsmechanismus waren diese Tatsachen 
in erster Linie zu beriicksichtigen. 

Durch diese Arbeit wird der praktische Nutzen der Methode der 
Quellungsanisotropie fiir die Beurteilung des Orientierungsgrades auf 
breitere Basis gestellt und ihr wissenschaftlicher Wert erhartet. 


Es ist dem Autor ein aufrichtiges Bediirfnis, den Herren Prof. Dr. G. 
VAN ITERSON Jr. (Delft), Prof. Dr. H. R. Kruyr (Utrecht) und Dr. J. J. 
PoLak (Arnhem) warmsten Dank zu sagen fiir die Unterstiitzung und das 
Interesse, welche sie seinen Arbeiten bisher zu Teil werden liessen. 

Er dankt auch dem HooGEWERFF-Fonds fiir ein Stipendium und den 
Herren J. DE Booys, A. J. DE LEEUw, P. PLatzek und D. VERMAAS fiir 
ihre wertvolle Mitarbeit. 


Den 27. Juli 1939. 


Plantkunde. — Vergelijking van den eersten bloemaanleg van Iris 
Wedgwood met Iris Xiphium praecox var. Imperator. Door J. B. 
NijHoFF en ANNIE M. HARTSEMA. (Mededeeling N°. 62 van het 
Laboratorium voor Plantenphysiologisch Onderzoek te Wagenin- 
gen). (Aangeboden door Prof. A. H. Biaauw). 


(Communicated at the meeting of September 30, 1939.) 


De bloemaanleg van Bol-Irissen uit de Xiphium-groep is reeds merk- 
waardig om het feit, dat de bloemaanleg in den winter buiten in den bodem 
plaats heeft. Wij hebben dit het eerst beschreven voor _ Imperator 
die tot de later bloeiende Hollandsche Irissen behoort, en vonden daar 
den bloemaanleg in Februari en Maart (Meded. No. 39). Deze tijd 
varieerde, ondanks gelijke zomerbehandeling, blijkbaar afhankelijk van de 
wintertemperatuur. Zoo was in 1935 de aanleg reeds op 1 Februari in 
vollen gang (gemidd. Stadium IV) en was dus in Januari reeds begonnen. 
In 1933 was dit stadium pas tegen half Maart, in 1934 ruim 16 Maart 
bereikt. 

Later hebben wij den tijd van bloemaanleg van dezen Imperator 
vergeleken met de Spaansche Iris (Iris Xiphium) die een paar weken en 
met de Engelsche Iris (I. Xiphioides) die 3 tot 4 weken later bloeit. 
Inderdaad was ook de aanleg in eenzelfde jaar bij de Spaansche en Engel- 
sche Iris iets later dan bij Imperator. Maar het verschil was althans 
in den winter van 1934 toch zeer gering. In elk geval was in Februari 
1935 te Wageningen, en in 1936 te Haamstede en in N.-Holland de 
bloemaanleg bij Imperator in vollen gang. (Meded. N°. 49)., 

Daar Imperator een der late Hollandsche Irissen (in ruimen zin 
genomen) is, was het interessant na te gaan hoe de vroegste ,,Hollandsche”’ 
Irissen zich zouden gedragen. Zouden deze dan nog vroeger, midden in 
den winter bloem vormen, of zou dit belangrijke proces reeds in 't late 
najaar vodr den vollen winter gereed komen? 

Het lag voor de hand als voorbeeld de variéteit Wedgwood te 
kiezen, de vroegste en bekendste van de z.g. Hollandsche Irissen. Onder 
verwijzing naar de uiteenzetting omtrent het begrip Hollandsche Irissen 
in Meded. N°. 43 van dit laboratorium (1935), herinneren wij er aan, 
dat Wedgwood, evenals enkele niet meer zoo bekende Irissen als 
David Bless en The First, met zekerheid ontstaan zijn door 
kruisingen met of van de Marokkaansche Iris tingitana. Behalve door den 
extra vroegen bloei, is dit aan verschillende eigenschappen te zien, waarbij 
vooral karakteristiek is, dat bij deze vroege Hollandsche Irissen tusschen 
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het vruchtbeginsel en de verdere bloem een steeltje van 114 a2 cm: zit, 
waar het stijlkanaal doorheen loopt. Dit steeltje ontbreekt bij alle Spaansche 
Irissen en is bij Iris tingitana tot 4 cm lang. De aanwezigheid bij Holland- 
sche Irissen wijst op kruising met J. tingitana, al is het ontbreken geen 
bewijs, dat vermenging met J. tingitana niet heeft plaats gehad. 


Het doel van dit onderzoek was dus de periodieke eerste bloemaanleg 
van de vroege Iris Wedgwood te vergelijken met dien van /, AXiphium 
praecox var. Imperator. 

De bollen hadden een omtrek van 8.8—9.5 cm en werden uitgezocht 
tusschen 14 en 20 gram (15 st. 257 gram, 10 st. 171 gram). 

Bij het begin werden er 10 gefixeerd. Van 17 Augustus 1934 tot 
25 September 1934 werden ze bewaard bij 23°; vervolgens tot 25 October 
in 17°. Toen werden ze geplant met een waterstand van 60 cm onder het 
maaiveld. Dit is precies dezelfde zomerbehandeling die ook Imperator 
en de Spaansche en Engelsche Irissen hadden gehad, waarvan de tijd van 
bloemaanleg werd bepaald. Voor de vergelijking is dit een vereischte, 
want zooals aan het slot van dit artikel nog wordt aangetoond, wordt de 
tiid van bloemaanleg sterk beinvloed door de temperatuur die tijdens het 
droog bewaren (Augustus-October) wordt gegeven. 

Fixaties vonden achtereenvolgens plaats (en wel steeds 15 stuks) op: 
1 October, 1 November, 1 December, 2 Januari, 1 Februari, 1 Maart en 
1 April. 

De bouw van den bol is in hoofdzaak die van Imperator, zooals 
die beschreven is in Med. N°. 43 op blz. 13 ev. 

Evenals bij de Spaansche en Engelsche Iris (Med. N°. 49) vertoonen 
de okselknoppen bij Iris Wedgwood veel overeenkomst met die van 
Imperator. Bijna altijd vindt men in den oksel van het le loofblad de 
knop (KN.), die den hoofdbol voor het volgende jaar zal geven. 

De vorm van den jongen hoofdknop is evenals bij Imperator zeer 
kenmerkend, maar in plaats van de drie toppen bij Imperator vindt 
men er hier slechts twee in den vorm van twee vleugels, die later nog 
sterk uitgroeien; de hoofdknop zelf is driehoekig in doorsnee (zie Fig. 1 
A en B). Wat de andere okselknoppen betreft, hierin is weinig verschil 
met de gelijksoortige knoppen van Imperator te zien. 

De bloemaanleg is forscher dan bij Imperator. Dit blijkt al direct 
bij stadium II en wordt later nog meer geaccentueerd. 

Nu vertoont zich ook al gauw het volgende verschilpunt nl. het groote 
aantal oksels waarin bloem wordt aangelegd. Duidelijk waarneembaar zijn 
er maximaal 5 bloemen gezien (zie fig. 2, waarbij 3 bloemen te zien zijn, 
de 4e aan de andere zijde ligt, terwijl de 5e nog slechts een groeipunt is); 
het is mogelijk dat er na 1 April nog meer ontstonden. Gaan de oksel- 
knoppen tot bloemvorming over, dan verhoogt zich het vegetatiepunt sterk. 
Het verheft zich als een klein zuiltje, en wordt daardoor te onderscheiden 
van een gewoon bladvormend groeipunt. Heel spoedig is reeds het voor- 
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blad of bractee (BR) te zien; gevolgd door het le en 2e spathablad (zie 


fig. 2, 3 en 4). Deze drie blaadjes zijn steeds bij de 3e, 4e en lager staande 
bloemen te onderscheiden, als ze tenminste in een ver genoeg stadium 


R| RI 24MRI. 


KN(LI) A FIG.| B % s KN(LI) 


Fig. 1 A en B. De karakteristieke hoofdknop KN in den oksel van het eerste 
loofblad LI; A bij Wedgwood, tweetoppig; B bij Imperator, drietoppig. 
Bij beiden ziet men als buitenste omhulling den eersten rok (RI). Vergr. 18 X. 


waren. De 2e bloem die met de le binnen de hoofdspatha staat, vormt 
alleen nog een voorblad BR en dan direct de bloem. 

Het merkwaardige is echter, dat op het veld nooit meer dan twee 
bloemen worden waargenomen. In latere fixaties is dan ook wel gezien 
dat de laatste bloemen gingen verdrogen. Nu er in elken bol zooveel 
bloemen zaten, en nu het onderzoek over véél bollen ging, is het weer 
opvallend, dat er in den oksel van het le SPL. aan den hoofdstengel nodit 
een bloem of vegetatiepunt is gevonden, hetgeen te verwachten was indien 
men de hoofdbloem morphologisch als eindbloem van de hoofdas zou 
beschouwen. 

INGEBORG HAECKEL beschouwt de eindbloem der Iridaceae als een bloem 
in den oksel van SPL 1 en het eindvegetatiepunt als verbruikt. Hier staat 
tegenover dat het wel vreemd is dat wij nooit eenige rest van een eind-~ 
groeipunt na onderzoek van zooveel bollen van twee variéteiten en na 
verschillende behandelingen hebben aangetroffen. Maar zeker is het, dat 
de 2e bloem niet als gelijke naast de 3e, 4e enz. te noemen is. Want le 
en 2e zitten samen in een spatha, de 3e bloem heeft behalve een voorblad 
vervolgens een eigen spatha (bij Wedgwood steeds aanwezig, bij 
Imperator bij uitzondering). Daarom zou men kunnen verwachten, 
dat in den oksel van SPL2 van zoo'n 3e, resp. 4e bloem nog weer een 
zijbloem zou kunnen ontstaan of althans een zijgroeipunt te vinden was. 

INGEBORG HAECKEL wijst er op (blz. 13) dat men bij éénbloemige spathae 
steeds tusschen de bloem en het 2e SPL ,,einen kleinen Hocker” vindt, die 
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zij als laatste rest van het oorspronkelijke VP beschouwt, welke niet meer 
in staat was een 2e bloem te vormen. Kan men dit in dergelijke gevallen 
zoo interpreteeren, dan blijft het toch vreemd dat tusschen le en 2e bloem 
aan het stengeleinde nooit een rest van het EVP aangetroffen wordt. 
Ten slotte kunnen in de bladoksels allerlei abnormale rudimentaire 
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Fig. 2. Top van den jongen stengel met le, 2e en 3e bloem in aanleg en een 

groeipunt, dat het primordium voor de 5e bloem zal worden (BERS), BERS 

heeft het voorblad (BR) en haar eigen eerste spathablad (SPL 1) aangelegd. 
Vergr. 53 X. 
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Fig. 3. De 3e bloem verder ontwikkeld dan in fig. 2 met tweekielig voorblad 
(BR) en beide spathabladen. De 3 primordia, waaruit meeldraden en eerste 
tepalen ontstaan, worden aangelegd. Vergr. 67 X. 

Fig. 4. De 3e bloem met voorblad (BR) en spatha (SPL 1 en 2); meeldraden 


en buitenste tepalen gedifferentieerd. SPL2 is op drie plekken zichtbaar, het 
is echter één doorloopend orgaan. Vergr. 64 *. 
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beginsels aangelegd worden zooals dit ook voor Imperator is be- 
schreven en afgebeeld (Meded. N°. 43, blz. 50—52, fig. 22). 

Behalve het feit, dat de bloem grooter wordt aangelegd dan bij 
Imperator, gaat de ontwikkeling ook sneller (zie Tabel 2). Voordat 
de buitenste krans van tepalen geheel is afgewerkt, verschijnt dikwijls 
reeds de binnenste krans. Bij het bepalen van het stadium wordt er echter 
alleen op gelet of de voorgaande krans is afgewerkt. 

In stadium III zijn de bobbels van de meeldraden nog zeer vlak. 
Typeerend voor de komst van de meeldraden en eenigszins verschillend 
van Imperator is de driehoekige vorm die het primordium dan aan- 
neemt. De meeldraden verschijnen dan al spoedig en het duurt niet lang 
meer, of men vindt na eenig zoeken ook de buitenste tepalen (TI) 
(Stadium HI+). De ontwikkeling naar stadium V (de T IJ duidelijk aan- 
wezig) gaat nu vrij snel. Zooals meestal laat dan de eerste aanleg van 
vruchtbladen (stadium V~) iets langer op zich wachten, terwijl deze aanleg 
van stadium V~ tot stadium VI vrij lang gerekt is. 

Wordt nu naar den toestand van het hoofd-groeipunt een onderzoek 
ingesteld bij bollen op den len fixatiedatum (1 October) dan blijkt dit bij 
allen nog in stadium I te zijn. De gemiddelde lengte van het le loofblad 
is 0.59 cm en het aantal afsplitsingen is gem. 5, en wel 1 X 4; 2 x 444; 
8 X 5 en 4 x 514. De scheedebladen (SB.) zijn in tegenstelling met de 
loofbladen (L.) geheel gesloten. Het poortje dat bij de loofbladen open 
blijft is echter zeer smal; toch is het onderscheid niet moeilijk. Goed 
kleuren met JJK is echter vaak noodzakelijk; vooral hier bij de beginfixaties. 


TABEL 1. Bladvorming bij Iris Wedgwood. 


Datum Aantal bollen posite as Aantal loofbladen 
; in cm, 
1 Oct. 15 0.59 5 
1 Nov. 15 3.16 | 7 
1 Dec. 14 10.11 | 7 
2 Jan. 15 29.37 | 7 
1 Febr. 15 36.5 7 
~ 1 Mrt. 14 41.94 vf 
1 April Ihee 428) 1 if 


Uit de tabel blijkt, dat het aantal loofbladen constant 7 is. Op 1 October 
zijn de bollen dus nog geheel in het bladvormende stadium. Dit aantal 
moeten we weten, omdat het bij de beginfixaties uiterlijk niet is te zien, 
of het 8e blad reeds een spathablad of een loofblad is. Nu kunnen we 
echter wel aannemen, dat vrijwel altijd het 8e blad een spathablad is. 

Uit de fixaties van alle data werd nu Tabel 2 samengesteld voor de 
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hoofdbloem, waarbij men een direct overzicht heeft van den tiid van 
bloemaanleg bij Wedgwood (na de bovengenoemde zomerbehande- 
ling). 

Als tabel 3 laten wij op tabel 2 direct den bloemaanleg van I mp e- 
rator volgen, na dezelfde zomerbehandeling, in hetzelfde jaar, en evenals 
Wedgwood te Wageningen geplant. 

Zooals bij deze tabel 3 elders (Meded. 49) reeds werd opgemerkt, 
was de aanleg in dit jaar bijzonder vroeg, zoodat gemiddeld Stadium IV 
5 a 6 weken vroeger werd aangetroffen dan in 1933 en 1934. 

Vergelijken wij nu deze vroege en late Iris met elkaar, dan zien wij, 
dat ondanks het feit dat de late Imperator dit jaar bijzonder vroeg 
was (Stadium IV op + 1 Februari) de aanleg bi Wedgwood vrij 
wat vroeger in den winter plaats heeft. Reeds op 1 December is gemiddeld 
+ Stadium III— bereikt; dus in den loop van November, waarschijnlijk 
ongeveer half November, begint de bloemaanleg, d.i. 114 4 2 maanden 
vroeger dan bij Imperator. Dit verschil van omstreeks 2 maanden 
blijft tijdens den geheelen bioemaanleg gehandhaafd: op 2 Januari 1935 
verkeeren de bloemen van Wedgwood allen in Stadium VI-, die van 
Imperator pas op 1 Maart gemiddeld in + Stadium V—VI. 

Er is dus tusschen deze vroege en late Hollandsche Iris een veel grooter 
verschil in den tijd van bloemaanleg dan tusschen Imperator en 
Spaansche en Engelsche Iris (zie Meded. N®, 49). 

Wanneer de Irissen in Augustus tot einde September bij 23° en daarna 
tot 25 October bij 17° worden bewaard en vervolgens buiten op het veld 
geplant, valt bj Imperator de bloemaanleg op z'n vroegst van + half 
Januari tot half Maart, soms pas + half Februari tot + 1 April, — terwijl 
Wedgwood de bloemprimordia reeds van + half November tot + 
1 Januari vormt. Alles gerekend in het klimaat van Nederland. Bij de 
grilligheid, die den winter in ons land kenmerkt, kan soms Imperator 
tijdens zijn bloemaanleg temperaturen beneden 0° te verdragen krijgen, — 
in sommige jaren zal dit ook met Wedgwood het geval kunnen zijn. 
De grafiek uit Medel. 49 herhalen wij hier als Fig. 5. Wij wezen er 
destijds op, dat bij Imperator de temperatuur tijdens den bloemaanleg 
het grootste deel van dien tijd tusschen 2° en 6° C, schommelde, maar tot 
_ driemaal toe op de diepte der bollen beneden 0° daalde, zonder dat hieruit 
eenig nadeel later aan de bloem en op het veld is gebleken. 

Bij Wedgwood was op 1 December de bloemvorming in gang, en 
wel van -: Stad. II tot III varieerend. De temperatuur op de diepte der 
bollen had in de geheele November-maand tusschen 714° (2 X) en 2°C. 
(2 X) geschommeld (dit deel staat niet op de grafiek); begin December 
steeg de temperatuur tot 914° C. en daalde tot 24 December niet beneden 
414° C, Hoewel November dus vrij wat kouder was dan December, was 
dit geen beletsel dat reeds met 1 December de bloemaanleg bij alle bollen 
in gang was. Zeker zal wel de hoogere temperatuur van December de 
verdere bloemvorming begunstigd hebben. Want uit andere proeven weten 


Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, Vol. XLII, 1939, 54 


816 


wij, dat de bloemvorming bij Imperator in den regel bij 7° a 9° het 
snelst verloopt en bij Wedgwood zal dat eerder nog wat hooger dan 


lager zijn. 


10 DEC. | JAN.’35 10 JAN. 


-| 0 
va | FEBR JO FEBR. 20 FEBR. IMRT. |OMRT. 20MRT. 31 MRT. 
Fig. 5. Grenzen waartusschen de temperatuur schommelde van 1 December 


1934 tot 31 Maart 1935. 


Het zal natuurlijk in sterke mate van het verloop van de winterkoude 
afhangen of de bloemaanleg van de Bolirissen iets vroeger of later zal 
vallen, iets vlugger of langzamer zal verloopen. Maar de innerlijke eigen- 
schappen veroorzaken, dat de bloemaanleg bij de vroegste Hollandsche 
Iris in den regel omstreeks twee maanden vroeger op het veld plaats vindt 
dan bij een der laatste zooals Imperator. 

Voor de geheele groep der Hollandsche Irissen volgt hieruit, dat de 
bloemvorming buiten geheel in den winter valt, van + half November tot 
einde Maart. Van geen enkel ander gewas is ons dit tot dusverre bekend. 

Gezien de herkomst van de Irissen der Xiphium-groep zal iets dergelijks 
wellicht nog zijn aan te treffen bij andere planten uit Zuid-Europa en 
Noord-Afrika, voor zooverre deze dan in staat zijn ons winterklimaat te 
verduren. Dit zal nog het lichtst het geval zijn met de meer atlantische of 
Westelijk-mediterrane planten, waartoe de Xiphium-groep behoort. 

(In Tabel 2 is tevens nog de toestand aangegeven waarin de 2e, 3e en 
4e bloemaanleg verkeeren. Op 1 December als de eerste bloem al in 
wording is, zijn de zijgroeipunten nog in stadium I. Op 2 Januari zijn deze 
zijbloemen in aanleg, en wel in volgorde van boven naar beneden afnemend 
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en verder langzaam voortschrijdend. Na 1 Maart is echter de 4e bloem 
niet verder ontwikkeld. Zooals we reeds vermeldden is het ontluiken van 
een 3e of 4e bloem niet bekend.) 

Hierboven is er de nadruk op gelegd dat Imperator en Wedg- 
wood werden vergeleken in hetzelfde jaar en na een volkomen gelijke 
behandeling in de weken tusschen rooien en planten. Wij geven wise denis 
nog een enkele proef, die bewijst dat de zomerbehandeling den tijd van 
bloemaanleg sterk kan verschuiven. 

Op 11 Augustus 1933 werden 3 X 10 Wedgwood bollen (met meer 
dan 10 cm omtrek) in 9°, in 23° en in 28° C. bewaard tot 19 October en 
toen buiten geplant. Op 19 December 1933 werden deze bollen gerooid, 
gefixeerd en later onderzocht. 


TABEL 4. Toestand bloemaanleg bij Wedgwood op 19 Dec. '33 (buiten) na 
verschillende zomerbehandeling. 


Temp. Lengte Stadium 
Te wa Se Ace te lookbhle 
IO Ome, Then bladen | Hoofdbloem le Zijbloem 
28 10 Dose) 58 10 Stad.I — 
USC Sigel, = 
ISS Ui = 
D3 9 5) 10) 6.1 Gare IL = 
SS 4 MUG = 
US< ig, 0 begint 
ge 10 5) (9 6.8 5 < Siiael, Wi || 4 S« Siatel, W Ook zijn een 3e, 
andere5leggen | 1 ,, V-VI} 4e en 5e bloem 
geen bloem aan in lagere blad- 
oksels in voor- 
bereiding 


Vergelijken wij deze tabel nog met tabel 2 betreffende bollen met een 
normale zomerbehandeling, dan blijkt duidelijk, dat steeds 23° in plaats 
van 23° gevolgd door een maand 17° den tijd van bloemaanleg minstens 
3 weken verschuift; dat 28° deze zeer sterk zal verlaten, terwijl een zomer- 
behandeling met 9° den aanleg versneld heeft. Een en ander wijst er op 
hoe zeer men een gelijke voorafgaande zomerbehandeling moet voorop- 
stellen om den tijd van bloemaanleg in den winter bij verschillende varié- 
teiten of onder verschillende omstandigheden te mogen vergelijken. 

Het vaststellen van den bloemaanleg bij Wedgwood in de vroege 
wintermaanden, — omstreeks 2 maanden vroeger dan bij Imperator —, 
was een belangrijke en nog zeer noodige aanvulling voor de kennis van 
onze bol-Irissen. Want dit aanzienlijke verschil in den tijd van bloemaanleg 
bij deze variéteiten is van beteekenis bij de proefnemingen over den vroegen 


bloei. In de tweede plaats ook voor de beoordeeling van den invloed van 
See 


818 


de zomerbehandeling op het al of niet aanleqgen van de bloem in den 
winter bij kleinere bollen. Wij weten thans dat bii Wedgwood reeds 
een maand na deze behandeling de bloemaanleg begint, bij [mperator 
pas na minstens 3 maanden. Wij komen hierop later bij publicatie over 


de desbetreffende onderwerpen nader terug. 
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RESUME. 


La période de la formation [lorale chez les plus précoces des 
Iris néerlandais (Wedgwood). 


La formation florale a été étudiée dans le temps en ce qui concerne la 
variété Imperator, un des Iris hollandais les plus tardifs. Elle s’effectue 
en février ou en mars; dans certaines années méme, elle commence dés 
janvier. La variété Wedgwood, due au croisement de l'Iris Xiphium 
et de I'Iris tingitana, est le plus précoce des Iris hollandais; aussi s’emploie- 
t-il trés souvent pour le forcage. Il convenait donc d’étudier également 
pour cette variété l’époque de la formation florale. 

Au cours de ces observations, on put également déterminer quelques 
differences entre cette variété et Imperator. Le bouton principal, situé 
le plus souvent a l'aisselle de la premiére feuille basale, est un peu plus 
triangulaire; l'enveloppe membraneuse qui l’entoure a deux sommets, tandis 
que Imperator en présente trois. (Fig. 1 A et B). 

Outre la formation de la le et de la 2e fleur (fleur terminale et fleur 
latérale) a l'extrémité de la tige, celle d’une 3e, d'une 4e et d'une 5e fleur 
fut observée aux aisselles des feuilles vertes supérieures. Voir la Fig. 2 
avec la lére, 2me, 3me fleur et le point végetatif pour la 5me (BLP 5). 
Cela se produit aussi chez Imperator, mais pas dans une si large 
mesure. D’ailleurs, on n'a jamais observé chez ces variétés l’'épanouissement 
de plus de deux fleurs. La formation florale y est un peu plus vigoureuse, 
comme on pouvait sy attendre. La troisiéme fleur (ainsi que la 4me etc. est 
enveloppée par une bractée suivie d’une spathe (SPL1 et SPL2). On 
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voit la formation successive de ces organes dans les fig. 2—4, On observera 
notamment la différence entre ces fleur et la ,,deuxiéme” fleur dans l'aisselle 
du SPL 2 enveloppée seulement par une bractée (BR). 

Si nous nous en tenons a la fleur principale, qui seule a de limportance, 
nous constatons que chez les bulbes ayant subi un traitement estival normal 
(23° jusqu’au 25e septembre, puis 17° jusqu’au 25e octobre, apres quoi 
on plante), la formation florale n’a pas encore commencé au ler novembre, 
mais bat son plein au ler décembre; elle commence donc dés la mi-novembre. 
Le ler janvier, les mamelons de tous les verticilles sont formés; ceux des 
carpelles sont partiellement encore en voie de formation (Tab. 2). 

Aprés un traitement identique et dans la méme année, la formation 
florale de Imperator se passa environ deux mois plus tard, alors que, 
cette année-la, la formation des fleurs avait été particuliérement précoce 
en comparaison avec celles de deux autres années, (V. Tableau 3). La 
Fig. 5 donne la température de I’hiver ou furent faites les recherches a 
partir du ler décembre, dans le sol, a la profondeur des bulbes. La bordure 
noire encadre les températures extrémes, Dans toute la durée de novembre, 
la température évolua entre 7°, 5 et 2°; c'est donc a cette température que 
commenga la formation florale chez le Wedgwood. 

Chez le plus précoce des Iris néerlandais, la formation florale s’effectue 
donc depuis environ la mi-novembre jusqu’au commencement de janvier; 
chez un des plus tardifs, depuis au plus t6t la mi-janvier, souvent dans 
le cours de février, jusque fin mars. Cest un fait trés remarquable que 
ces bulbes sont en état de former leurs fleurs pendant la partie la plus 
froide de l'année, au cours de laquelle la température dans le sol environ- 
nant les bulbes peut parfois descendre au-dessous de zéro. Pour II mp e- 
rator, la température passa sous le zéro par trois fois en 1935 sans 
causer de dommage aux fleurs. 

Pour le forcage, on congoit que le fait que le Wedgwood procéde 
a la formation florale tellement plus t6t que les autres Iris et si rapidement 
aprés avoir été confié a la terre constitue une importante différence. 

La fait que la température de 1’été précédent influence fortement la 
formation florale a été constaté entre autre grace a l’expérience suivante 
(Tableau 4). Ces bulbes avaient été, au cours des semaines d’été, conserves 
A respectivement 9°, 23° et 28° et plantés le 19 octobre. Le 19 décembre, 
les bulbes ayant eu 28° en été n’en étaient pas encore a la formation florale 
(tous au Stade IJ, ie. a la formation foliaire), ceux qui avaient eu 9° avaient 
leurs mamelons floraux a point, et chez ceux de 23°, la formation florale 
était en voie d’accomplissement. Si donc on veut comparer les époques de 
formation florale de diverses variétés ou dans des circonstances différentes, 
les bulbes doivent donc, au cours de ]’été précédent, avoir subi un traitement 


tout a fait analogue. 


Botany. — The value of plasmolytic methods for the demonstration of 
the active asparagine intake by Vallisneria leaves. By W. H. ARIsz 
and P. J. S. van Dijk. (Communicated by Prof. J. C. SCHOUTE.) 


(Communicated at the meeting of September 30, 1939.) 


§ 1. Introduction. 


In an investigation into salt intake (1927) STILES pointed out that there 
is a certain discrepancy in the results with regard to the intake of salt into 
the cell obtained by plasmolytic methods and by those employed by himself, 
with which the amount of salt taken in by a piece of tissue is determined 
quantitatively, either directly by analysis of the substance absorbed or 
indirectly by determining the loss of substance of the external solution. 
His experiments indicated a fairly large intake of salt, whereas FITTING 
and others had found with the plasmolytic method that the permeability 
for salt was slight. 

STILES points out that it is not known how the salts taken up by pieces 
of tissue in his experiments are distributed over protoplasm and vacuole, 
and to what extent, owing to their being bound by adsorption to colloidal 
substances in the cell sap, they are osmotically inactive. 

One difference between his method and the plasmolysis method is that 
with the latter much stronger concentrations of the salt solutions are used. 
Homes has ascribed the divergent results to this fact. The problem has 
not yet been solved. What has become known regarding the intake of 
salt indicates that this is quite a different process from the passive per- 
meation of organic substances. 

Whereas this latter process is a diffusion process, depending on the 
difference in concentration of the substance in the external solution and 
in the vacuole, it has been found that with the intake of salt a state of 
equilibrium between the concentration of the external solution and of the 
cell-sap is not attained (STEWARD). It is an accumulation process, depen- 
dent on the aerobic respiration, and in STEWARD’s opinion occurs only in 
the case of growing cells. COLLANDER and HOLMSTROM have pointed out 
that the intake of sulphonic acid dyes is also an active accumulation process. 
The probability, moreover, that practically the whole of the substances 
forced out of the tissue under pressure were previously present in the 
vacuole has been demonstrated by STEWARD and confirmed by ROSENFELS 
and others. 

A second process of salt permeation is the exchange of ions (BRIGGS, 
PETRIE), which brings about a replacement of ions already present in the 
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vacuole. In this case an increase in the osmotic concentration needs not be 
expected, so that this process is not to be investigated by plasmolytic 
methods and is not further considered here. BRooks has called attention 
to still another complication, viz., that a substance is first taken in by the 
protoplasm and only afterwards penetrates into the vacuole. He found this 
with the intake of rubidium by Nitella cells. 

ARISZ and OUDMAN found that Vallisneria leaves were able to take in 
asparagine, and showed that this process is in many respects similar to the 
active intake of salts by growing cells. (HOAGLAND and BROYER, STEWARD). 
The leaf-cells of Vallisneria grow considerably during intake, and the 
intake of asparagine is likewise dependent on the aerobic respiration of 
the leafcells. 

As it is possible in the case of Vallisneria to determine the intake of a 
substance by the vacuole by means of plasmolytic methods, the permeation 
can be investigated with one and the same object both by plasmolytic 
methods and by quantitative analytic methods, and the results of the 
different methods can be compared. The problem dealt with in this 
publication is therefore whether, in the case of Vallisneria, asparagine 
penetrates into the vacuole and whether this is demonstrable by plasmolytic 
methods. 

The problem may be divided into two parts: 

1. is it possible to show that the osmotic value of the cell-sap of 
Vallisneria cells is increased after the intake of asparagine, and can it be 
shown to be probable that this increase is the result of the osmotic action 
of the asparagine taken in? 

2. is it possible with the aid of plasmolytic methods, e.g. the deplas- 
molysis method of COLLANDER and BARLUND or the plasmometric method 
of HOFLER, to demonstrate the intake of asparagine into the vacuole? 
Both these questions will be discussed below. 

The result of our experiments is that the first question can be answered 
in the affirmative, that asparagine does actually penetrate into the vacuole, 
and may there be present in greater concentration than in the external 
solution (accumulation). 

The answer to the second question, however, is in the negative. Neither 
with COLLANDER and BARLUND’s nor with HOFLER’s method is it possible 
to demonstrate the intake of asparagine in the vacuole. 

In accordance with this with the quantitative analysis method also only 
a very slight uptake of asparagine was found to occur if so much saccharose 
had been added to an asparagine solution that plasmolysis occurred. 

Valuable assistance was lent in these experiments by Miss J. W. E. 
VAN WEERDEN, analyst. 


§ 2. Increase in the osmotic value of the cell-sap by the intake of 
asparagine, 


The leaves of Vallisneria spiralis are very suitable for the carrying out 
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of osmotic determinations, both the epidermal cells and the adjacent 
mesophyll cells being of sufficiently regular shape to admit of plasmometric 
determinations being made with them. HUBER and HOFLER found that the 
epidermal cells were more permeable to water than the mesophyll cells. 
Hurcu found a greater permeability of the epidermis cells for ureum and 
glycerine. We will revert to an investigation by ScHMiDT into the influence 
of plasmolysis on permeability (§ 6). 

The experiments carried out with regard to the active intake of aspara- 
gine (ArISZ and OUDMAN) have demonstrated the conditions in which the 
intake of asparagine must take place. In the present experiments, as in 
these previous ones, we divided a number of Vallisneria leaves into pieces 
of 8 mm, from which we made series of 12 pieces of leaves, eliminating 
the variability resulting from the use of different leaves and of different 
parts of the same leaf. Quantitative analysis by the micro-Kjeldahl method 
shows such series to have an equal amount of nitrogen. Some of these 
series were analysed directly for the nitrogen present. With another series 
the osmotic value was determined at incipient plasmolysis, by putting the 
leaf-pieces into saccharose solutions of different concentrations. 

Since with Vallisneria leaves saccharose does not penetrate into the 
vacuole in the dark, it is allowed to use saccharose as a plasmolytic. The 
percentage of plasmolysed epidermis cells was determined by estimating, 
and from the values obtained was calculated in what concentration 50 % 
of the number of cells would show incipient plasmolysis. 

The remaining series were put into aerated asparagine solutions for 
24 hours or longer. The intake took place in a dark room at a temperature 
of 25°C. It is necessary to make the experiments in the dark, because 
Vallisneria, like Elodea (BACHER 1920), increases its osmotic value when 
in the light, whilst in the dark only a very slight reduction takes place 
(A. VAN SCHREVEN, unpublished results). 

After the intake of asparagine had taken place, the amount of nitrogen 
was determined with the micro-Kjeldahl method in the case of a number 
of series. From the difference in the amount of nitrogen of the series 
analysed before and after intake, the amount of nitrogen absorbed by one 
series was determined. If it is assumed that all the nitrogen taken up is 
present in the form of asparagine, the amount of asparagine absorbed can 
be calculated from this. In order to make an estimate of the increase 
in the osmotic value which this asparagine would give if it were 
present in solution in the vacuole, it is necessary to know how much water 
was present in the tissue. This was determined as the difference between 
fresh and dry weight of a series of leaf pieces. The fresh weight is not 
a constant value, since the leaf pieces grow, i.e. increase in weight, during 
the experiment. Nor is the water present in the leaf pieces to be considered 
as equal to the cell sap present, since part of the water will be bound to 
the wall and protoplasm. We did not try to determine how large this 
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amount was, as it was only intended to calculate an approximate value 
for the asparagine increase which can lay no claim to accuracy, as it is 
unknown whether the epidermis and mesophyll cells relatively absorb equal 
amounts of asparagine. The value obtained by calculation is therefore no 
more than an approximation, and on the strength of the points here dealt 
with it is to be expected that the actual increase in osmotic value of the 
epidermis cells will necessarily be considerably higher. Since with plas- 
molysis the length of the cells shows comparatively little decrease, and 
since it is a question of differences in the osmotic value, a determination 
of the osmotic value at incipient plasmolysis will suffice. 

In order to determine the osmotic value of the cell sap after absorption 
of asparagine, one would be inclined again to place the leaf pieces into 
saccharose solutions of different concentrations. This, however, is not 
allowed, as in that case exosmosis of the asparagine just taken in would 
occur. Experiments on exosmosis described elsewhere (ARISZ and OUDMAN, 
unpublished results) have shown that with leaf pieces which have absorbed 
asparagine and which are then put either into water or into sugar solution, 
exosmosis of the asparagine first taken in occurs. The exosmosis can, 
however, be prevented by adding asparagine to the sugar solution in the 
same concentration as that in which the leaf pieces were during intake. 

For the purpose of determining the osmotic value the leaf pieces were 
therefore put into sugar solutions of various concentrations, to which so 
much asparagine was added that the concentration, so far as asparagine 
was concerned, was equal to that of the solution from which they had 
absorbed asparagine. As these plasmolysis tests only lasted for a short time, 
the intake of asparagine in that time, in so far as that is possible (§ 6), 
may be neglected. 

We give below the description of an experiment with absorption of 
1/g9 m asparagine solution during 2214 hours in a dark room with constant 
temperature at 25° C. The observation of the plasmolysis took place by 
green light (Lifa filter 200 b Fitting) 


| Fresh qeight Dry weight Nitrogen Nitrogen 
in mg in mg content in y | increaseiny 
eee ee 
Control 104 5 161 
Intake in aerated solution . 117 209 48 
Intake in sol. without oxygen 102 170 9 


From these data it was calculated that the asparagine might be present 
in the tissue in a concentration of 0.017 m. 
During the plasmolysis determinations the osmotic value of the epidermis 
cells was found to be 0.285 m before the intake. When oxygen was present 
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during the intake a value of 0.315 m was found after absorption, that is, 
an increase of 0.030 m. When no oxygen was present during the intake 
no increase in the osmotic value was found. The increase in osmotic value 
found by plasmolysis tests is considerably larger than that calculated from 
the quantitatively determined nitrogen absorption. This, as we have already 
stated above, is entirely in accordance with the expectations. 

In another experiment a 1/g9 m asparagine solution was absorbed during 
48 hours. Here the increase in the osmotic value was 0.047 m. After 
absorption the leaf pieces were put into water for 414 hours to allow 
exosmosis to take place. The osmotic value of the cell sap was then found 
to have fallen by 0.031 m. From the quantitative nitrogen analysis an 
increase of 0.026 m and an exosmosis of 0.014 m were calculated. 

From these determinations it is seen that the actively absorbed aspara- 
gine very largely finds its way into the vacuole and can there be found 
in a higher concentration than in the external solution. With the first 
experiment the concentration had risen 0.03 m ‘and with the second one 
0.047 m, whilst in both experiments the concentration of the external 
solution was only 1/g9 m. There has therefore been an accumulation in the 
vacuole. The first experiment further shows that this accumulation does 
not occur in an environment free from oxygen, the second one, that when 
the leaf pieces are put into water after absorption the increase again 
recedes to a great extent as a result of exosmosis. This latter fact indicates 
that the increase in the osmotic value is not brought about by anatonosis. 


§ 3. Demonstration of the asparagine taken in by the cell sap. 


The question now is whether it can be shown that the increase in the 
osmotic value is due to the presence of asparagine in the cell sap. It is 
not a priori certain that the asparagine remains unchanged after the 
absorption. The numerous investigations into the metabolic processes in 
leaves point to there being a great probability of the asparagine being 
concerned in the metabolism and either being used in the protein synthesis 
or broken down into simpler substances such as ammonia. Although experi- 
ments which we cannot discuss here in detail indicate that the asparagine 
can be used in more protracted experiments as respiratory material, we 
consider that the experiments discussed below justify our assuming that, 
at any rate in the first 24 hours, only a very small part of the asparagine 
is involved in the metabolism; we are thinking here only of experiments 
carried out in the presence of oxygen. 

In the first place we tried to determine whether the amount of protein 
had increased after the absorption of asparagine. The protein was preci- 
pitated with trichloro-acetic acid. In the case of a number of series of 
leaf pieces the total nitrogen, protein nitrogen and soluble nitrogen 
expressed in y was determined before and after the intake. The intake took 
place during 24 hours at 25° C out of a 1/99 m solution of asparagine. 
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The same determinations took place after 4 hours’ exosmosis in water. 


Total | Protein | Soluble 

nitrogen | nitrogen nitrogen 
Belorerintakem:. yo. Me oye ne 175 158 36 
Atterm24 bouts antakes 456. 6 « . 260 52 128 
ENG? Gt NGENS, GUSTO 5 5 5 5 56 9 o 192 150 | 66 


The amount of protein therefore remains practically unchanged with 
intake and exosmosis, and at all events does not increase. 

The changes in the soluble nitrogen correspond with the changes in 
total nitrogen. 

In another experiment 74 y nitrogen was absorbed; the protein-nitrogen 
was unchanged after the intake of asparagine; in the filtrate a determination 
of the amid nitrogen according to SACHSSE was carried out. The amount 
found was 41 y amid nitrogen, that is therefore 82 y asparagine nitrogen, 
a value which agrees very well within the limits of error of the method 
with the amount of asparagine absorbed, calculated from the increase in 
the total nitrogen. This indicates that chiefly asparagine is present after 
the intake. 

The ammonia was either determined titrimetrically after destillation at 
40° C after the addition of CaO or colorimetrically with a Cencophotelo- 
meter after addition of NESSLER’s reagent. In untreated leaves a small 
quantity of ammonia, 3—5 y ammonium nitrogen, was found per series of 
12 leaf-pieces. After absorption of asparagine about the same amount was 
found. 

If, after taking in asparagine, the leaf-pieces are put into water, exosmosis 
takes place. The water in which the exosmosis of a number of series had 
taken place was tested for ammonia. With these tests various sources of 
error had to be inquired into. It was found that the stripes of tulle in 
which the leaf-pieces were sewn up gave off ammonia when put into 
water. An exosmosis of 3—5 y nitrogen per series was found; an amount 
little larger than the limit of error of the determination, and at any rate 
much smaller than the amount of nitrogen excreted during exosmosis. 

SACHSSE’s method was then employed to determine how much amid 
nitrogen is present in the water in which the exosmosis has taken place. 
From this can be calculated how much asparagine has been given off by 
exosmosis and this amount can be compared with the loss of total nitrogen 
from the pieces of tissue by exosmosis. 

An intake of 86 nitrogen was found per series. Owing to exosmosis 
74 y of this has been given off. The water, in which there had been 4 series 
of leaf pieces during the exosmosis, was found to contain 146 y amid 
nitrogen. This agrees well with what is to be expected, if nothing but 
asparagine is given off during exosmosis. For 146 y amid nitrogen corres- 
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ponds to 292 y asparagine-nitrogen. According to the Kjeldahl tests 74 7 
per series of the total nitrogen had been given off, that is, 296 y nitrogen 
for 4 series. An equally good result was obtained with the other experi- 
ments. The slight exosmosis of ammonia and the agreement of the amid 
nitrogen found in the water with the loss of total nitrogen of the leaf-pieces 
shows convincingly that with the exosmosis practically only asparagine 
comes into the external solution. 

After the exosmosis, however, a greater or lesser part of the nitrogen 
absorbed remains in the leaves. It is conceivable that this nitrogen is not 
excreted, because part of the asparagine taken in is bound by adsorption 
or converted into a non-diffusing substance. No certain pronouncement 
can as yet be made on this point. The results of the protein, amid and 
ammonia nitrogen determinations, however, indicate that chemical con- 
version of the asparagine taken in has not taken place within 24 hours. 
It is advisable, however, to be cautious here, since it is of course possible 
that at other times of the year (these experiments were carried out in the 
winter months) a different result may be obtained. 

The fact, however, that not all the asparagine taken in was excreted 
may be accounted for in a different way. The tissue has recovered (ARISZ 
and OUDMAN, unpublished results) after a few hours from the shock caused 
by transferring from one solution to another, and the passive exosmosis 
has changed into an active process, in which the asparagine given off can 
again be absorbed. 

Although, therefore, it would be premature to say that the asparagine 
taken in in the first 24 hours always remains unchanged, the conclusion 
may be drawn from the above data that most of the asparagine in the 
above experiments is not involved into the metabolism. 


§ 4. Determination of the intake of asparagine with the aid of deplas- 
molysis methods. 


Most investigations into permeability to salts and to organic substances 
have been carried out by means of deplasmolysis methods. Both with the 
method of DE VRIES, improved by FITTING, as carried out by COLLANDER 
and BARLUND, and with H6FLER’s plasmometric method, many reliable 
results have been obtained. 

It was therefore obviously desirable to ascertain whether the permeation 
of asparagine could be investigated with these methods. 

It is unnecessary to discuss these experiments in detail, as there was 
not a single case in which deplasmolysis could be observed. As asparagine 
is not soluble in water in a stronger concentration than 1/,9 m., the plas- 
molysing solutions were prepared with the addition of saccharose or 
glucose. A difficulty with these experiments is the sensitiveness of 
Vallisneria to impurities which are present in chemically pure preparations 
of saccharose and glucose. For this reason the sugars are, if necessary, 
purified by re-crystallisation. Asparagine also proved to be not unharmful 
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to plasmolysed cells. For that reason asparagine solutions of low concen- 
tration were used. The large mesophyll cells of the leaf of Vallisneria 
lend themselves particularly well to plasmometric determinations, and a 
slight permeation of asparagine would certainly have been easily observable. 

As it was known that the intake of asparagine takes place only in an 
environment containing sufficient oxygen, an adequate supply of oxygen 
during the plasmolysis was arranged for, and this was checked by deter- 
mination of the oxygen present in the liquid. 

The leaf-pieces were investigated in open dishes with a water immersion 
objective. 

The method of COLLANDER and BARLUND was also employed to ascertain 
whether asparagine permeates. The tests were made in a room for constant 
temperature at 20° C. Use was made of 1/5) m asparagine with addition 
of saccharose in various quantities. The experiments were not continued 
for longer than 18 hours, as some decay of a few epidermis cells began to 
occur in the strongest concentrations. Otherwise the leaf-pieces gave the 
impression of being still vigorous and showed a normal streaming of the 
protoplasm. It was, however, impossible to demonstrate any penetration of 
asparagine. 


§ 5. Influence of oxygen on the permeability to glycerol. 


The indispensability of oxygen for the intake of asparagine suggested 
the question as to whether the influence of oxygen is specific for the 
intake of a particular group of substances, such as salts and asparagine, 
or whether this influence also makes itself felt with the permeation of 
other substances, even if only to a slighter extent, since these substances 
permeate so much more rapidly. To get some idea of this, glycerol was 
chosen, and tests were made with the object of determining whether the 
permeation of glycerol was affected by withdrawal of oxygen. With this 
object leaf-pieces were investigated in glycerol solutions with and without 
oxygen in a dark room for constant temperature by the COLLANDER and 
BARLUND methods. The leaf-pieces were in glass chambers through which 
the glycerol solutions flowed. These chambers were covered with a glass 
plate, so that the leaf-pieces could be inspected whilst they remained in 
the solutions. 

The glycerol solutions were led to the chambers from supply bottles by 
means of siphons. Six aerated bottles were placed side by side and 6 bottles 
through which nitrogen was passed. The amount of oxygen present was 
determined by means of the micro-WINKLER method according to VAN DAM, 
In the chambers with a deficiency of oxygen 0.06—0.09 cc Oy per L was 
found. In fig. 1 two curves are reproduced of the course in the time of the 
osmotic concentration giving incipient plasmolysis both for leaves in water 
containing oxygen and in water deficient in oxygen. Except in the case 
of the first two points, after 15 and 30 minutes, the values for 60, 120, 
180 and 240 minutes coincide. 
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This experiment, which was confirmed by a number of other observa- 
tions, showed that the supply of oxygen has no appreciable effect on the 
permeation of glycerol. This indicates that under the influence of the 
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Fig. 1. Permeation of glycerol A under aerobic and B under anaerobic 
conditions in the epidermal cells of leaves of Vallisneria. 

Osmotic value at incipient plasmolysis at the beginning was 0.289 m. 

on the abscissa time in minutes 

on the ordinate conc. of glycerol giving incipient plasmolysis. 


aerobic respiration no alteration in the distance between the pores in the 
membrane occurs, by which the ordinary permeability for non-electrolytes 
would necessarily be affected. 


§ 6. Influence of plasmolysis on the permeation of asparagine. 


Various investigators have pointed out the possibility of plasmolysis 
having an influence on permeability. The most detailed investigation of 
this problem was carried out by ScHmIDT in 1936. She found that with 
Vallisneria a faint inhibition of the penetration of ureum and glycerine 
was caused by plasmolysis. With other objects, such as Majanthemum 
and Allium cepa the inhibition was greater. Her investigation therefore 
shows that the permeability of the protoplasm in the case of Vallisneria 
is but little affected by plasmolysis. Yet we have seen that the penetration 
of asparagine into the vacuole cannot be demonstrated. The question now 
arises whether it is possible to ascertain with the quantitative analysis 
method that the addition of sugar to the asparagine has any influence on 
the process of active intake. Preliminary experiments had shown that with 
strong asparagine concentration no clear results were to be obtained. This 
can readily be understood, since with plasmolysis the asparagine penetrates 
into the walls and the space between wall and protoplast, whilst it is 
impossible to wash out this asparagine. The already mentioned toxicity of 
higher concentrations of the asparagine solutions where sugar is present 
renders such experiments impossible. Accordingly the only remaining 
possibility was to make experiments with a diluted solution of asparagine. 
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The choice fell on a 1/g9 m asparagine solution to which saccharose in 
various quantities was added. The influence of 1/g) m asparagine was 
investigated with 0.1, 0.2, 0.3, and 0.4 m saccharose. From the data in 
table 1 is seen that the addition of 0.4 mol saccharose produces a great 


TABLE, 1 
Influence of a gift of saccharose on the absorption of asparagine from a 1/80 m 
asparagine solution. 24 hours at 25° C in the dark. 


Increase of nitrogen in y - kee 
no sugar lo. meaean 0.2 ie ace 0.3 m sugar Oose im Sugar 
experiment 109 | 82 i) 50 62 | We 
a 78 69 68 78 28 
13} 5Y/ 58 Dil 60 23 
average 72 67 56 67 25 


decrease in the intake. With the larger concentrations a_ specific 
influence of the addition of sugar reveals itself; this will not be discussed 
more fully in this connection. From these experiments one therefore also 
gets the impression that a higher osmotic concentration, which causes 
plasmolysis, strongly inhibits the active asparagine intake. 


§ 7. Summary of the results. 


The active intake of asparagine demonstrated by ARISZ and OUDMAN 
with the aid of quantitative analysis methods, is seen to lead to an 
increase of the osmotic concentration of the cell sap. It was possible to 
demonstrate, by analysis of the substances absorbed, that the largest part 
of the asparagine taken in is present unchanged in the cell sap, and is not 
bound by adsorption to colloidal substances, as a result of which it would 
no longer be able to act osmotically. 

By deplasmolysis methods the intake of asparagine in the case of Vallis- 
neria cannot be demonstrated. Although according to SCHMIDT plasmolysis 
in the case of Vallisneria has only a slight influence on the permeability 
to ureum and glycerol, the addition of sugar to an asparagine solution to 
such a degree of concentration that marked plasmolysis occurs, has the 
effect of strongly inhibiting the intake. 

As discussed in § 5, the penetration of glycerol with Vallisneria is 
actually found to occur with osmotic concentrations which cause plas- 
molysis, and it is independent of the presence of oxygen. Here we have 
two points of difference between what may be called “active permeation” 
of asparagine and ‘“‘passive permeation” of glycerol; in the first place, 
oxygen is required for “active permeation’’-passive permeation is not 
affected by oxygen; and in the second place, high osmotic concentrations 
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have an inhibitive effect on active permeation- they have but little effect, 
in the case of Vallisneria, on passive. permeation. 

Now that these particulars of the asparagine absorption of Vallisneria 
are known, the question arises whether they also apply to other plants, 
and whether they are applicable to other substances, such as salts, in 
addition to asparagine. With regard to the first point it will be necessary 
to await the results of further investigations. With plasmolytic investiga- 
tions it is not usual to pay any attention to the supply of oxygen to the 
tissue; to make them more transparent the preparations are even in many 
cases freed from air by means of an air-pump. It is plain that under these 
circumstances it will never be possible to observe active intake. As to the 
question whether a high osmotic concentration inhibits active intake in the 
case of other plants also, only further research can throw light. It will be 
necessary to distinguish between two effects; in the first place, that strong 
concentrations of a particular substance may behave differently with regard 
to permeation than weak ones, and secondly, that strong concentrations 
produce plasmolysis and thus bring about important changes in the 
protoplasm. 

The mechanism of the asparagine intake will be discussed more fully 
elsewhere. Here it may suffice to point to the fact that according to 
BJERRUM a ‘“‘Zwitterion” is formed by the dissociation of asparagine, and 
that it is possible that the active intake of asparagine is connected with 
the polar structure of this ion. 

With regard to the active intake of salts there is as yet no agreement 
amongst investigators as to whether the salt is absorbed in a dissociated 
state or in an undissociated one. It seems likely that salts, also, are only 
taken in when they have an electric charge. This, however, does not exclude 
the possibility that asparagine and salts can penetrate into a cell in an 
undissociated state also. (ARISZ and OUDMAN, Exosmosis, unpublished 
results). It seems, however, improbable that this intake is then dependent 
on oxygen. It is then an ordinary passive permeation. 

The conception given here of the intake of asparagine agrees in some 
respects with that given by STILES in 1927, who, without knowing the 
difference between active and passive permeation, was able to reconcile 
the contradictory results of his method of investigation, chiefly investigating 
active permeation and those obtained by plasmolysis methods, with which 
passive permeation was demonstrated. 


Groningen, September 1939. Laboratory for Plant Physiology. 
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